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ways  to  influence consumer purchasing decisions.   Distinguishing beverage can characteristics such as 
shaping successfully draw consumer attention to their products. The shaping process presents challenging 





assessment which  enable development of  improved product designs  through use of beneficial  strain 




to determine material  coefficients  for  the Hill48, Barlat  Yld2000‐2D,  and Barlat  Yld2004‐18P models.  
Optimization  techniques are used  to determine  the material coefficients  for both  the Yld2000‐2D and 
Yld2004‐18P models.  The material coefficients are verified using single element and tensile bar models 
to compare  the predicted r‐values and normalized stress ratios with  the experimental data.   Excellent 


















Wrinkling  during  the  cup  forming  process  performed  in  the  NUMISHEET2014  benchmark  test  are 
investigated  in  view  of  anisotropy  and  hardening  and  confirm  the  trends  based  on manufacturing 
experience.  There  is  always  a  trade‐off between wrinkling  and  structural  performance.    Factors  that 
control or  reduce wrinkling may also affect  localized  thinning or  structural performance.   Results are 














A  literature  review on  coupled  fracture models, uncoupled  fracture models,  and  continuum  damage 
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by many  factors  such  as mechanical  properties  of  the  aluminum  sheet,  tooling  geometry,  contact 


























The objective of  this  thesis  is  to provide  reliable  and  easy‐to‐use methods  of  formability  and  failure 
assessment which enable development of improved product design through the use of optimum strain 
paths.  The proposed methods can be widely used for predicting failure for the examples which undergo 




In  the  late 18th  century,  as Napoleon Bonaparte led  France  to war against  its neighbors,  feeding  the 
French army posed a serious logistical problem. The government offered a 12,000 franc prize to anyone 
who could devise a practical means  for preserving perishable  food products.   Motivated by  the prize 
money, Nicolas Appert, the son of an innkeeper and owner of a small but successful confectionery shop 
in Paris, began a period of experimentation in 1795. Using corked‐glass containers reinforced with wire 
and  sealing  wax  and  kept  in  boiling  water  for  varying  lengths  of  time,  he  preserved  soups,  fruits, 



































followed  in  1959  (Figure  1‐7).   Coors  headed  up  the  R&D  efforts,  and  they  developed  a method  of 



















































































































give  their  brands  an  edge  through  shape,  graphics,  functionality,  and  convenience.    These  creative 
marketing tools are becoming more commonplace as companies seek new ways to influence consumer 
purchasing decisions.   Distinguishing beverage  can  characteristics,  such  as  shaping,  successfully draw 
consumer attention to their products.  Steep competition is driving companies across all beverage sectors 
toward customized aluminum can shapes and sizes spurring innovation, and significant investment in new 
technology  among  the  industry  of  can  manufacturers  providing  inroads  to  new  markets  for  can 
manufactures and  fillers.   Samples of shaped aluminum cans are shown  in Figure 1‐17.   Total necking 
reductions of over 50 percent and total can expansions exceeding 40 percent have been achieved.  These 

















using single element and  tensile bar models  to compare  the predicted  r‐values and normalized stress 
values  with  the  experimental  data.    Sensitivity  to material model  selection  and  the  techniques  to 
determine the material coefficients are discussed. 
Chapter 3 presents earing results for cups drawn using both AA3104‐Thin and AA3104‐Thick materials.  




values  and  directional  yield  stress  values  to  the  overall  earing  profile  are  shown.    Finite  element 

















Chapter  7  provides  a  literature  review  on  coupled  fracture models,  uncoupled  fracture models,  and 
continuum damage models.  The modified Mohr Coulomb and Extended Mohr Coulomb models used for 
predicting both  triaxiality and Lode angle dependence on  fracture are discussed.   A concept  for path‐
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dependent  on  the  constitutive model  used.    Comprehensive  knowledge  about  the  strain  hardening 
behavior of sheet metals at large strains is often needed in analyzing strain localization and ductile failures 
in the manufacturing processes of thin sheet metals.  This also requires an accurate material model which 
can  be  easily  calibrated  and  characterized  from  physical  tests.    Various  testing  methods  for  the 
characterization of the plastic behavior of sheet materials are well established. A schematic diagram of 








on  the positive half of  the axes and  is considered as a  standard  test  for many applications due  to  its 















































































































































direction  0  15  30  45  60  75  90 
#1  0.42918  0.36569  0.59411  0.81914  0.84495  1.03471  1.07956 
#2  0.38914  0.45622  0.6114  0.83201  0.95297  1.01284  1.0816 
#3  0.39336  0.38188  0.56016  0.91384  0.94541  1.13465  1.16591 
#4  0.39328  0.42286  0.44728  0.9872  0.96413  1.05914  1.17184 
#5  0.41006  0.4392  0.57302         
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direction  0 (#2)  15 (#3)  30 (#2)  45 (#2)  60 (#2)  75 (#1)  90 (#2) 
r‐value  0.3941  0.4598  0.6875  0.8646  0.8992  1.0467  1.0040 
 
2.3  HYDRAULIC BULGE TEST 















     (2‐1) 
where  1  and  2  are the principal stresses in the plane of the sheet, and  1R  and  2R  are the corresponding 
radii of curvature. The variable  p  relates to hydraulic bulge pressure and  t  to sheet metal thickness. 
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The  principal  stresses,  1 2,  ,  can  be  assumed  equivalent  under  isotropic  assumptions  defining 
equibiaxial  stress  state at  the pole  ( 1 2 b    ). The  same applies  to  the  radius of curvature where 
















( t ) of the sample can be obtained through Equation 2‐4, knowing the initial thickness ( 0t ) and the current 
thickness strain  t . 
 0 exp tt t     (2‐4) 
Considering incompressibility of the material, the thickness strain can be obtained as follows: 
 1 2t       (2‐5) 
As for stresses and radius of curvature, the strains at the plane are also considered the same and therefore 
the strain in thickness direction is given by 




















shown  in  Table  2‐3  are  the  optimized  constants  obtained  from  curve  fitting  to  the  Swift  and  Voce 
equations which can be used to describe the true stress versus true strain behaviors of the materials.  A 
plot of the equal biaxial  vs   data as described by the average Voce and Swift constants for the AA3104‐
















0.005  355.9  0.2417  382.4 0.000  0.0462 351.26  62.40  27.205 
0.060  361.3  0.2412  390.5 0.000  0.0516 356.34  71.70  27.779 
AA3104 
Thick 
0.005  283.0  0.3590  291.6 0.00863 0.0408 283.53  34.17  6.529 




















































































































































































































r    (2‐9) 
The results of the test are summarized in Table 2‐4. 
Regression analyses of the  TD  versus  RD  data were conducted to determine a biaxial plastic strain ratio 































0  331.461  0.00018  0.05013  293.095  54.965  44.919  0.403 
15  333.035  0.00005  0.04627  295.970  55.233  52.000  0.413 
30  334.550  0.00003  0.04633  296.330  55.340  54.456  0.557 
45  339.400  0.00000  0.05137  290.569  65.802  90.089  0.888 
60  346.760  0.00000  0.05007  298.199  70.999  95.833  0.927 
75  351.858  0.00000  0.04996  302.680  71.970  94.020  1.060 
90  347.434  0.00004  0.04938  304.780  59.382  55.140  1.125 
















0  305.700  0.00860  0.07300  254.900  38.000  34.500  0.394 
15  305.800  0.00970  0.07400  256.300  38.600  31.000  0.460 
30  312.200  0.01500  0.08400  258.700  38.300  26.200  0.688 
45  312.300  0.01800  0.08600  259.200  37.800  23.700  0.865 
60  334.300  0.03100  0.11400  271.800  47.100  16.100  0.899 
75  342.300  0.03700  0.12500  274.300  47.300  15.300  1.047 
90  358.400  0.04000  0.14000  281.400  52.600  14.500  1.004 
















p nK      (2‐10) 
where   is the flow stress and  p  is the equivalent plastic strain. The material parameters K , n , and  0  
are  evaluated  using  only  the  uniaxial  tensile  test  results.  The material mechanical  behavior  follows 















AA3104‐Thin  0.274  2.715  68950  0.33 






   K   0   n   equiv      0    r‐value 
0  331.46  0.00018  0.05013  0.03731  281.15  1.0000  0.403 
15  333.04  0.00005  0.04627  0.03660  285.79  1.0165  0.413 
30  334.55  0.00003  0.04633  0.03645  286.97  1.0207  0.557 
45  339.40  0.00000  0.05137  0.03671  286.41  1.0187  0.888 
60  346.76  0.00000  0.05007  0.03578  293.50  1.0439  0.927 
75  351.86  0.00000  0.04996  0.03527  297.71  1.0589  1.060 
90  347.43  0.00004  0.04938  0.03560  294.69  1.0482  1.125 




   K   0   n   equiv      0    r‐value 
0  305.70  0.00860  0.07300  0.04256  246.06  1.0000  0.394 
15  305.80  0.00970  0.07400  0.04256  245.80  0.9994  0.460 
30  312.20  0.01500  0.08400  0.04253  245.62  0.9985  0.688 
45  312.30  0.01800  0.08600  0.04248  245.35  0.9988  0.865 
60  334.30  0.03100  0.11400  0.04202  248.07  1.0083  0.899 
75  342.30  0.03700  0.12500  0.04181  249.16  1.0129  1.047 
90  358.40  0.04000  0.14000  0.04140  252.27  1.0230  1.004 









Hill  (1948)  proposed  an  anisotropic  yield  criterion,  considering  that  the material  has  an  anisotropic 
behavior along three orthogonal symmetry planes (orthotropic behavior). The yield criterion is expressed 
by the quadratic function: 
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2 2yy zz zz xx xx yy yz zx xyF G H L M N                       (2‐11) 
where  , , , , ,xx yy zz xy yz zx       are the components of the Cauchy stress tensor and  , , , , ,F G H L M N  are 
material constants that describe the current state of anisotropy. These can be derived if three tensile yield 
stresses with  respect  to  the  anisotropy  axes  and  three  yield  stresses  for  pure  shear  on  each  of  the 
orthogonal  planes  of  anisotropy  are  measured.  Additionally,  it  can  easily  be  noticed  that  for 
3 3 3L M N F G H     , Equation 2‐11 becomes equal to the von Mises criterion for isotropic materials.  
For a plane stress state, Hill's formulation can be expressed as 
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       (2‐14) 
The procedure used to identify the anisotropy parameters based on the experimental yield stress and the 
experimental  coefficients of plastic  anisotropy  (r‐values)  is described  in detail  in Appendix C  and  are 







Material    F  G  H  N 
AA3104‐Thin  R  0.5107  1.4255  0.5745  2.6874 
AA3104‐Thin  S  0.6513  0.8308  1.1692  3.1135 
AA3104‐Thick  R  0.5630  1.4347  0.5653  2.7269 




and  normalized  stress  values  with  the  experimental  data  used  to  generate  the  constitutive model 
coefficients.   The r‐value based coefficients are used  in  the simulation. The results are summarized  in 
Figure  2‐18  and  Figure  2‐19.  Since  the  r‐values  were  used  to  generate  the  coefficients,  very  good 
agreement is achieved for r‐value predictions between the numerical and experimental data.  However, 
























































































































































X X     (2‐16) 
" " " "
2 1 1 22 2
a a
X X X X       (2‐17) 
The yield surface is convex when a 1 . The exponent “a” in Equation 2‐15 is mainly associated with the 
crystal structure. A higher “a” value has the effect of increasing the curvature of the rounded vertices of 
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     X C s C T L    (2‐19) 




2 / 3 1 / 3 0
1/ 3 2 / 3 0
0 0 1
      
T    (2‐21) 
The  transformation operators  L  and  L  contain  three and  five anisotropy parameters,  respectively, 
which are denoted as  1  to  8 . When  m   is equal to 2 and all the  1  to  8 are equal to 1, the yield 
function reduces to von Mises. The anisotropy parameters were determined using the Newton‐Raphson 








Material  1   2   3   4   5   6   7   8  
AA3104‐Thin  0.59438  1.17732 0.81818 0.89239 0.96676 0.62717  0.94672  1.15199









































































































































1 2 2 3 3 1 2
a a a aS S S S S S          (2‐22) 
The exponent  " "a   is connected  to  the crystal structure of  the material,  i.e., 6  for BCC and 8  for FCC. 
Extensions of Equation 2‐22 for the case of planar anisotropy are briefly summarized for a general stress 
state.  The  formulation  is  based on  two  linear  transformations  of  the  stress deviator.  The  two  linear 
transformations can be expressed as 
     s σ σ C s C T L   (2‐23) 
     s σ σ C s C T L   (2‐24) 
where T is a matrix that transforms the Cauchy stress tensor σ  to its deviator  s .  s  and  s are the linearly 
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                  
C          (2‐25) 
In order to accurately describe both yielding and plastic flow behavior of sheet metals, the coefficients of 
























von Mises and Yld2004‐18P yield  loci are compared  in Figure 2‐22 and Figure 2‐23  in  the plane stress 
space, in the absence of shear stress. 
Table 2‐12.  Material Parameters for the YLD2004‐18P Yield Criteria 
AA3104‐Thin  1   2   3   4   5   6  
  1.13021  0.84619  1.11118  0.89335  ‐0.49552  0.68614 
  7   8   9   10   11   12  
  1.47199  0.96980  1.22709  0.36757  ‐0.08264  0.52427 
  13   14   15   16   17   18  
  0.68771  1.19374  0.98813  0.42780  0.99205  0.63589 
AA3104‐Thick  1   2   3   4   5   6  
  1.00737  0.91603  0.14547  0.68242  0.35206  0.36242 
  7   8   9   10   11   12  
  1.24969  0.94496  0.83955  0.91798  ‐0.32196  0.92036 
  13   14   15   16   17   18  






































































































































Several methods  are  available  for  determining  the  stress  ratios  for  use  in  calculating  the material 
coefficients.  The simplest is the initial yield stress (Figure 2‐24) which can be determined for the Swift 
model using 
( ) 0 ( )n no p p oK K           (2‐27) 
and for the Voce model using 
exp( ) 0p pA B C A B              (2‐28) 
A  second method  is  to  use  the minimum  fracture  strain  from  all  of  the  uniaxial  tensile  test  in  all 
orientations.  This is shown pictorially in Figure 2‐25.  The fracture strain,  fractp , can then be using in the 
Swift of Voce equations to calculate the stress value. 
( )fract no pK      (2‐29) 






model and Voce model,  the stress ratio curves as a  function of plastic work are shown  in Figure 2‐27 
(AA3104‐Thin) and Figure 2‐28 (AA3104‐Thick).  For each of the materials the trends in the stress ratio 
plots are very similar, however, the magnitudes are different and may have an impact on the predicted 
earing during cup drawing.    In addition,  the comparison between  the AA3104‐Thin and AA3104‐Thick 

















































































































































































































































































































1   2   3   4   5   6  
0.95470  0.67420  1.21350  0.86169  ‐0.51431  0.66937 
7   8   9   10   11   12  
1.24772  1.01252  1.27001  0.53173  0.27997  0.45928 
13   14   15   16   17   18  




1   2   3   4   5   6  
0.37012  ‐0.09090  0.53456  0.68517  1.19503  0.99717 
7   8   9   10   11   12  
0.44326  0.99295  0.63559  1.16168  0.86029  1.10068 
13   14   15   16   17   18  




1   2   3   4   5   6  
0.30228  ‐0.09919  0.49473  0.71547  1.16053  0.96127 
7   8   9   10   11   12  
0.40659  1.01316  0.66877  1.12666  0.88561  1.03450 
13   14   15   16   17   18  




1   2   3   4   5   6  
0.86768  1.08328  1.11110  1.30971  0.29010  1.35561 
7   8   9   10   11   12  
1.26763  1.02907  1.05605  0.45899  0.44443  0.49021 
13   14   15   16   17   18  




1   2   3   4   5   6  
1.05520  0.90338  0.98765  0.94521  ‐0.42226  0.77822 
7   8   9   10   11   12  
1.49840  0.96322  1.12431  0.38694  ‐0.07449  0.53559 
13   14   15   16   17   18  




1   2   3   4   5   6  
0.41284  ‐0.64869  0.55574  0.97917  1.12226  0.84805 
7   8   9   10   11   12  
0.53797  0.95669  0.83211  1.15662  0.87321  0.64180 
13   14   15   16   17   18  





Various  testing  methods  for  the  characterization  of  the  plastic  behavior  of  sheet  metals  are  well 
established.  The experiment results from uniaxial tensile tests, bi‐axial bulge tests, and disk compression 





experimental  data.    Excellent  agreement  was  achieved  between  the  experimental  and  numerical 
directional r‐values and stress ratios using the Barlat Yld2004‐18P model.  A high degree of anisotropic 




















































significant  plastic  anisotropy  in  the  sheet  which  can  be  attributed  to  the  presence  of  preferred 
crystallographic orientation, or texture, acquired during the thermo‐mechanical production of the sheet. 
Excessive earing during deep drawing of a textured sheet can cause major problems in the production of 



















complexity  of  the  underlying  mechanism  of  plastic  flow  and  the  increasingly  advanced  alloying 
technologies, the yield surface modeling has become more complex, relying on an increasing number of 











accuracy of  the  earing  profile.   Recently,  there have been many  advanced  approaches  developed  to 



















In  crystal  plasticity,  grains  in  polycrystalline  materials  usually  have  preferential  crystallographic 
orientations, for which the material  is referred to have a  ‘texture’. Especially for sheets, the texture  is 
developed during  the  rolling and annealing processes,  resulting  in planar anisotropy.  In order  to  take 
better account of the influence of texture on earing, several models based on the plastic slip of a single 
crystal or of a polycrystal have been proposed. Tucker’s (1961) approach, based on the Schmid law for 
FCC  single  crystal,  is  well  known  and  affords  relatively  reasonable  agreement  with  the  results  of 
experiments.   The changes of texture during cold rolling and annealing processes were experimentally 
observed by X‐ray diffraction by Kao  (1985). The  texture of metal  sheets experimentally measured  is 
represented  by  three‐dimensional  crystallite  orientation  distribution  functions  (ODF).  Kanetake  et  al. 
(1983, 1985) calculated earing in cup drawing based on ODF for steel, aluminum, Al‐Mg alloy and copper 
sheets. Houtte et al. (1987) used yield curves derived from ODF for aluminum alloys. Even though their 
calculations are  close  to  the  results  in earing  shape,  there  is a  significant difference  in earing height.  
Mathur et al. (1991), Kalindindi et al. (1992), and Becker et al. (1993), attempted to use a model based on 
the Taylor  (1938), and Bishop and Hill  (1951a, 1951b)  (TBH) polycrystal  theory, combining with  finite‐
element simulation. However, these calculations are very CPU intensive. Some efforts were based on the 
mixture  of  the  continuum  and  crystal  plasticity  approaches:  the  continuum mechanics  of  textured 






structure  was  represented  by  a  set  of  individual  grains  and  each  grain  is  treated  as  an  ellipsoidal 






that are  input  in  the polycrystal‐plasticity model. The VPSC model  then yields  the  information on  the 
variations in radial strain under different in‐plane angles and, therefore, on the resulting earing profile. 










profile based on analytical approaches  for a single  step cup drawing. Hosford and Caddell  (1983) and 
Chung et al. (1996) provided a quantitative trend between the r‐value anisotropy and the earing profile 
in a mild  steel and an aluminum alloy,  respectively. Using a different approach, Barlat et al.  (1991b) 
attempted to correlate the stress anisotropy  (not r‐values)  to the earing trends by applying the stress 
























best blank  shape  is very expensive and  time‐consuming. Therefore, numerical  simulations present an 
attractive and effective alternative for the design of such “convoluted cut‐edges”. In particular when a 
fast blank optimization is required for rapid reaction to a customer’s request, a fast and reliable numerical 







Neto et al.  (2016)  studied  the  influence of elastic deformation of  the  tooling during cup drawing and 
concluded the accuracy of the sheet metal forming simulation can be improved by considering the elastic 
response of the forming tools in the numerical model. 








functions  resulting  in  computational  cost  that  are  significantly  reduced  compared  to  finite  element 
simulations.  The model can also be utilized to approximate the r‐values and directional yield stress data 



























Parameter  D3  D4  D6  R2  R3  T1 
AA3104‐Thin  45.72  46.74  76.12  1.016  1.905  0.274 





































        for   c bR R R    (3‐1) 
In Equation 3‐1,  the effect of anisotropy on  the circumferential strain  is not  included. The anisotropic 
contribution  is  derived  from  the  yield  stress  directionality  in  the  rest  of  this  section.    The  stress 
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  (3‐4c) 
Substituting Equation 3‐4c into Equation 3‐4b together with the strain transformations of 
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directionality  (and  the  compressive  deformation  is  formulated  from  the  r‐value  directionality  in  an 
uncoupled way). Then, the tensile and compressive contributions are superimposed. By assuming that the 
differences of the radial tensile stresses are attributed from yield stress directionality, the stress state at 
the  inner most  flange  is  applied  for  the  entire  flange  area  to model  yield  stress  anisotropy.  Then, 
 
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    (3‐8b) 
For the kinematics relation in Equation 3‐8a, if  rv , v  and  zv  represent components of the velocity vector 
at any point of the flange with respect to cylindrical coordinates (Figure 3‐5a), the strain rate components 
can, in principle, be calculated and related to the stress by the constitutive law. However, the stress state 
at  any  point  of  the  flange  is  unknown  and  non‐uniform.  Therefore,  two  additional  assumptions  are 
necessary to calculate the earing profile. Although  v  and  zv  are not equal to zero, they are negligible 



























    (3‐9a) 
or 
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rC C v      (3‐10b) 
Boundary conditions are imposed to remove the constants C1 ‐ C2 as 











    (3‐12) 
Next, consider the green part of Figure 3‐6  for the elongation  from the stress directionality. As a  first 
approximation,  the  total cup height after elongation can be obtained by multiplying  the punch speed 
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       (3‐15) 
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Then, 
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      
             
  (3‐17) 
In Equation 3‐17, a deceleration factor,   , is introduced. When the stress mode at the inner most flange 
is applied for the entire flange (as shown in Figure 3‐CC),  1.0  . If the linear distribution of the radial 
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  (3‐21) 
The  ratio varies  in  the  flange. However,  in order  to derive an explicit  formula,  it  is assumed  that  the 
deformation at the rim dominates the earing. As shown in Figure 3‐4, the rim behavior in the direction 









         (3‐22) 
Here,  the  subscripts  , ,r t   correspond  to  the  radial,  circumferential,  and  thickness  directions, 




 90 90: 1 :r r r          (3‐23a) 
90: :1r t r     (3‐23b) 
Then 













































                                     
  (3‐25) 



















                       
  (3‐26) 
Equation 3‐26 is valid only for the region where  0t  . 
Finally, the total height of a cup can be obtained from the logarithmic integral of Equation 3‐25 as follows: 


























         
    (3‐27b) 































































  0 15 30 45 60 75 90(1 /12) 2ref                (3‐28c) 
It is further interesting to derive the specific contributions from r‐value and yield stress directionalities to 









H t r d
d
         (3‐29) 
A correction factor can be applied to the isotropic cup height using output from a finite element simulation 
and can be added to the overall cup height calculations.   The cup height  from r‐value directionality  is 

















          (3‐30) 
In a similar approach, the cup height from yield stress directionality is obtained by using  90 1r   , i.e., 
 0.50.50 1( ) ( )1.5stress bc
R
H t r d B
d 
          (3‐31) 
Then, the cup height contributions from r‐value and yield stress directionalities can be derived as 
( ) ( )rvalue rvalue isoH H H      (3‐32a) 
and 
( ) ( )stress stress isoH H H      (3‐32b) 

















determine  90r   and    as a function of H  and  bR .  The following process can be used: 






























      (3‐34) 















    (3‐35) 





















            
  (3‐36) 
In Equation 3‐36, all variables are known except for   ( )Yref   .  
   9090 1900
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                     
  (3‐37) 







0t (mm)  cr (mm)  pD (mm)  dD (mm)  bD (mm)  cR (mm)  bR (mm)  b cd R R  






00r   15r   30r   45r   60r   75r   90r  
0.2115  0.3269  0.6923  1.5769  1.0385  0.5384  0.6923 
0 0    15 0    30 0    45 0    60 0    75 0    90 0   





































































0t (mm)  cr (mm)  pD (mm)  dD (mm)  bD (mm)  cR (mm)  bR (mm)  b cd R R  






00r   15r   30r   45r   60r   75r   90r  
0.403  0.413  0.557  0.888  0.927  1.060  1.125 
0 0    15 0    30 0    45 0    60 0    75 0    90 0   





































are  compared  with  the  experiment  result  in  Figure  3‐11.    For  this  case,  the  earing  prediction  is 
unacceptable showing ears at both 15° and 45°.  There appears to be no contribution from the yield stress 
anisotropy,  as  expected,  from  the  experimental  yield  stress  data.    Figure  3‐12  shows  little  to  no 
contribution from the directional yield stress to the earing profile. 
Table 3‐6.  Dimensions of tools, cup, and the blank – IT3 Cup – AA3104‐Thick 
0t (mm)  cr (mm)  pD (mm)  dD (mm)  bD (mm)  cR (mm)  bR (mm)  b cd R R  






00r   15r   30r   45r   60r   75r   90r  
0.394  0.460  0.688  0.865  0.899  1.047  1.004 
0 0    15 0    30 0    45 0    60 0    75 0    90 0   























































































The blank  zone  in which  earing  is measured  is discretized with  a  fine  structured mesh  to  accurately 
reproduce the profile.  The forming tools are considered rigid bodies with its surface modelled by discrete 





The progression of earing  in  the  finite element simulation  is depicted  in Figure 3‐13.   The cup profile 


















































Three material models are examined  for  their  impact on earing  in  this section: Hill48S  (stress‐based), 







stress anisotropy dominates  the earing profile amplitude while  the  r‐value anisotropy dominates  the 




















































































of 10 was based on the strain at  failure method.   The earing tendencies are the same  for each of the 











































































































































Earing  results have been documented  for cups drawn  from AA3104‐Thin and AA3104‐Thick materials.  
Both materials display 8 ears after drawing, dominated by the 45° earing with small ears at both 0‐180° 








current derivation  is  that  it does not  account  for  the effects of  the blank holding  force  and  friction, 
however, the current derivation still provides a first approximation of the anisotropic effects. 
Finite  element  simulations  were  also  developed  to  study  the  influence  of material model,  friction, 
hardening model, and method of calculating the stress ratios on the predicted earing profile.  It was shown 
that only the YLD2004‐18P model was capable of accurately predicting the earing profile, as both the 
Hill48 and Barlat YLD2000‐2D models are only capable of predicting 4 ears.    Increased  localized blank 
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stresses.    The  initiation  and  growth  of wrinkles  are  influenced  by many  factors  such  as mechanical 
properties  of  the  sheet material  including  the  yield  stress,  strain  hardening,  strain  hardening  rate, 
anisotropy, current stress state, tooling geometry, contact conditions including friction, and other process 




wrinkling  problems,  however,  an  elastic‐plastic  material model must  be  used  since  most  wrinkling 
occurrences in these processes take place in the plastic region, and complex contact conditions should be 
considered.   





















annular  plate  by modeling  the  binder  as  an  elastic  foundation  and  investigated  the  effect  of  binder 










processes.  Triantafyllidis  (1985)  numerically  studied  the  puckering  instability  problem  in  the 
hemispherical  cup  test based on a proposed bifurcation  criterion using  the phenomenological  corner 
theory  instead  of  J2  theory.  The  effect  of  geometry  and material  properties  on  the  onset  of  non‐
axisymmetric  plastic  instability  was  also  investigated.  Fatnassi  et  al.  (1985)  carried  out  theoretical 
investigations  to  predict  the  non‐axisymmetric  buckling  in  the  throat  of  circular  elastic‐plastic  tubes 
subjected to a nosing operation along a frictionless conical die. The buckling point and associated modes 
are determined by Hill's bifurcation theory in conjunction with a non‐axisymmetric buckling mode. Tuĝcu 
(1991a)  used  a  bifurcation‐of‐equilibrium  approach  to  investigate  the  buckling  of  simply  supported 





approach  to  study wall wrinkling  for  an  anisotropic  shell with  compound  curvatures  and  applied  the 
criterion to axisymmetric shrink flanging.  
Cao  and  Boyce  (1997)  developed  a  buckling  criterion  for  a  rectangular  plate  subjected  to  edge 















process was  investigated  by Anarestani  et  al.  (2011)  using  the bifurcation  theory  incorporated  in  an 
incremental finite element analysis. The results show that the plastic buckling tendency decreases with 
increasing plastic anisotropy. 











with  a  variety  of more  complicated  forming  conditions  involving  friction  effects,  tooling  effects,  and 
process  effects.  Two  types  of  wrinkling  analyses  are  performed  with  the  finite  element  method: 
bifurcation analysis of a structure without imperfections and non‐bifurcation analysis, which assumes an 
initial imperfection or perturbation force due to load eccentricities. Because the finite element analyses 
of  sheet metal  forming  processes  involve  strong  nonlinearities  in  geometry, material,  and  contact, 
convergence problems using implicit solution techniques are frequently observed.  






intrinsic  round‐up  errors  associated with  this procedure  as defined  in Magalhaes Correia  and  Ferron 










has been used  in conjunction with  implicit solution techniques  in FEM. In the bifurcation problem, the 
stiffness matrix of  linearized  finite element equation becomes  singular at a bifurcation point and  the 
solution procedure by the Newton–Raphson method cannot be carried out to completion.   Riks (1979) 
proposed the continuation method by which the post‐bifurcation analysis can be carried out along the 












In  this work, non‐bifurcation analyses based on  the explicit  finite element method are carried out  for 
simplification purposes. Imperfections are naturally imposed with material anisotropy. Effects of material 
characteristics  including  the  yield  stress,  strain  hardening,  strain  hardening  rate,  and  anisotropy  on 









die.  The  entire  punch  stroke  of  the  body‐maker  –  the  so  called  “redraw‐and‐ironing”  operation  –  is 
accomplished at up to 450 strokes per minute. 
Advanced beverage can manufacturing technology and cost control efforts have resulted in a consistent 
reduction of  the net metal cost and can weight and which has  led  to an  increase  in  the  likelihood of 
wrinkling during can production.   A simplified cup drawing experiment was developed  to emulate  the 
wrinkling  that  occurs  during  the  cup  redrawing  process  in  can  manufacturing  and  was  used  as  a 
benchmark for Numisheet2014 – see Dick et al. (2013), Dick and Yoon (2015). The setup can easily be used 
to  study  the  influence  of materials,  process  operating  conditions,  including  lubrication,  and  tooling 

























Parameter  D1  D2  D3  D4  D5  D6  R1  R2  R3  T1  H1  H2 
AA3104‐Thin  15.24  31.75  45.72  45.72 46.74 64.77 1.016 3.810 1.905  0.274  5.207 34.29


































































































zone  in which wrinkling  is expected  to occur  is discretized with a  fine  structured mesh  to accurately 













Three material models are examined  for  their  impact of  cup wrinkling  in  this  section: Hill48S  (stress‐
based), Barlat’s Yld2000‐2D, and Barlat’s Yld2004‐18P models.  The stress based Hill48 model was used as 
the r‐value based model failed due to excessive thinning during the drawing operation as a results of the 
significant  differences  in  directional  yield  stresses  determined  by  the material  input.    The material 
coefficients are  listed  in Table 2‐10  (Hill48S), Table 2‐11  (YLD2000‐2D), and Table 2‐12  (YLD2004‐18P).    
The strain hardening of the material is described using the Swift equation: 
0( )





















the x‐y plane.   The  results are shown  in Figure 4‐7 and show  that  full depth wrinkles are not  formed 
between 90° and 120° and between 240°and 270°.  These types of features are typical in the experimental 




  Sheet Offset  Punch Offset  Non‐Parallel BH   
Magnitude  Direction  Magnitude Direction Magnitude Direction  Waves
V03  0.0005  45  0.0002  180  0.1  135  12 




In order to  investigate  the  impact of the punch design on wrinkling, a 23  factorial numerical design of 
experiments was generated by modifying the punch geometric variables D2, H1, and R2.   The dimensions 











    (4‐2) 
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where WF is the wrinkle factor,  r is the radial dimension to the wrinkled profile, and  tr  is the theoretical 
or average radius.  If WF equals 0, no wrinkling occurs. 
Table 4‐3.  Numerical design of experiments for cup winkling evaluation at z=‐4.5mm 
Model ID  D2  H1  R2  H1’ (H1+R2) 
Wrinkle 
Factor 
DOX1  31.750  5.207  3.810  9.017  11.57 
DOX2  33.782  5.207  3.810  9.017  8.74 
DOX3  31.750  3.429  3.810  7.239  1.28 
DOX4  33.782  3.429  3.810  7.239  1.81 
DOX5  31.750  3.937  5.080  9.017  8.48 
DOX6  33.782  3.937  5.080  9.017  6.65 
DOX7  31.750  2.159  5.080  7.239  0.70 











material  (t=0.475 mm): Hill48S, Barlat’s  Yld2000‐2D,  and Barlat’s  Yld2004‐18P models.    The material 
coefficients are  listed  in Table 2‐10  (Hill48S), Table 2‐11  (YLD2000‐2D), and Table 2‐12  (YLD2004‐18P).  
The  tooling dimensions used  in  the  finite element model are provided  in Table 4‐1. The results of the 







































































investigated  in view of anisotropy and  friction. A numerical  technique was developed  to quantify  the 
severity wrinkling resulting from the drawing process.  This allows for optimization of both tooling design 







cross‐sectional  length of metal  in the profile region of the cup.   However, there  is a trade‐off between 
wrinkling and structural performance of the final design.   Factors that control or reduce wrinkling may 





out  of  phase  with  the  experimental  results.    Factors  such  as  tooling  alignment  explain  the  minor 
differences observed between experimental  results,  including wrinkle pattern  frequency and  localized 
wrinkles that are not fully developed. 
The influence of tooling alignment on both the magnitude and frequency of wrinkles should be further 
studied  experimentally  as  it  is  very  challenging  to  ensure  that  all  installed  tooling  are  completely 































































Neto, D.M., Oliveira, M.C., Dick,  R.E.,  Barros,  P.D., Alves,  J.L., Menezes,  L.F.,  (2015),  “Numerical  and 

































































these  failure modes  is  critical  for  successfully  designing  forming  operations,  particularly  operations 






achievable  just prior  to  the occurrence of visible defects  in  the  sheet metal  like necking and  fracture 




















strains on the  left side of the FLD and produced a successful FLD  for a mild steel used  for a stamping 
process with  the  earliest  FLD named  as  the  Keeler‐Goodwin diagram.    Through  their  efforts  the  FLC 




by utilizing  a hemispherical punch with different widths of  the  sheet  samples  and different  types of 
lubricants.  Although,  Hecker’s  model  was  a  significant  improvement  to  FLD  construction,  the 
methodology employed involved some complexity and variability in adjusting the lubricity.  Unfortunately, 






and  location of  the FLC.   The characterization of  forming  limits  in strain space  is  therefore a practical 
challenge for complex forming processes due to this sensitivity and is limited to sheet metals undergoing 
proportional loading.  Experimental work by Ishigaki (1977) at Toyota Motors Company demonstrated the 
concept of using the dynamic strain path  for  improving the  formability.   As can be seen  in Figure 5‐4, 
























validity of all these models  is restricted to the strain ratio  1 2 1   , corresponding to stress states 
between the uniaxial and biaxial tension. 































































































































Theoretical methods  for  predicting  the  FLD  are  generally  divided  into  three  different  approaches  to 
describe the condition in which the failure of necking in sheet metals occurs. The first approach treats the 
onset  of  failure  as  a  condition  that  leads  to  plastic  instability.  Swift’s  (1952)  diffused  necking model 
predicts instability in a plane stress loading condition when the load in a principal direction reaches to a 
critical magnitude. Hill  (1952) suggested a postulate  that  the onset of a  localized necking  through  the 


















right hand  side FLD  increases with an  increase  in  the  strain hardening exponent n value and  strongly 
depends on  the normal anisotropic  index  r‐value. Comparison of  the numerical and experimental FLD 





biaxial stretching are extremely  large compared  to  the experimental values. Friedman and Pan  (2000) 
determined the effect of various yield criteria on the right‐hand side of the forming limit diagram. Results 


















extended model  is an efficient alternative to the M–K model  in the negative minor strain regime.   The 
implementation of different yield criteria  in  the M–K model has been  investigated by  several authors 
including Banabic  (1999), Banabic and Dannenmann  (2001), Banabic et al.  (2004), Wang et al.  (2006), 
Zhang et al. (2011), and Ghazanfari et al. (2012).  Butuc et al. (2003, 2006, 2011) investigated the influence 
of different hardening laws, yields functions, strain rate sensitivity and also strain path changes on stress‐
based  forming  limits.      Refer  to  Ganjiani  and  Assempour  (2007)  for  a  more  detailed  review  of 
developments based on the M‐K theory. 
5.3.1  NADDRG  MODEL 
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  (5‐7) 
where  2 1   . Solving for the principal strains gives: 
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       
  (5‐8) 
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  (5‐9) 
For Hills normal anisotropy  00 45 90( )R R R R   , these equations reduce to: 
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For an isotropic von Mises material  00 45 90( 1)R R R   , the equations further reduce to: 
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              (5‐12) 
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It is generally considered that the Swift criterion underestimates the material formability, in particular on 
the negative minor strain regime  in FLD, by assuming diffused necking. Hill (1952) postulated that the 
localization necking  is triggered when the  increase of the stress by strain hardening  is balanced by the 
geometrical softening raised by the thickness reduction. 
5.3.3  HILL’S LOCALIZED NECKING MODEL 
Hill  (1952) discussed  the  localized necking  in  thin sheet by considering  the discontinuity of stress and 
strain, and laid the foundation of localized instability analysis.  His theory is based on the characteristics 
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   (5‐17) 
Substituting from Equations 5‐7 gives 
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    (5‐23) 
It can be seen from the above equations that  
1 2 n     (5‐24) 
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  (5‐25) 
where  c , p , and q are non‐dimensional parameters and are determined by 
2 2 2
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  (5‐27) 
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  (5‐28) 
In  the above equations,  b   is  the yield stress  in biaxial  tension,  0  and  90  are  the yield stresses  in 
uniaxial tension at 0° and 90° to the rolling direction, respectively, and  0r  and  90r  are the r‐values at 0° 
and 90° to the rolling direction, respectively.  The plastic function  f  is   
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  (5‐29) 
The derivatives of the function  f  are 
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  (5‐31) 
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In reduced form 
1 0n
        (5‐34) 
2 0n
        (5‐35) 
For local necking   2 0  , the expressions for the limit strains are 
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analysis  is restricted to conditions of proportional  loading.   They derived the following relation for the 
major strain at the  instant of  instability using a Von Mises yield function and a power  law stress‐strain 
















     
  








3 (1 2 )
2(1 2 )(1 )
1 0
(3 (1 2 ) )





    
  




combinations of crystallographic planes.   Experimental results have shown that  failure planes  in sheet 














be  developed.  The  inclined  plane  through  the  element  thickness  at  which  shear  instability  occurs 
(indicated by the plane normal  nx ) forms an angle  2   to the shell plane. The material experiences 
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     (5‐46) 
The BW criterion can be calibrated by considering that the Hill expression and the BW criterion will be the 






K        (5‐47) 
where  1ˆ  is equal to the uniform elongation in plane strain. 
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nn        (5‐52) 
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For area b, 
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where  0at  and  0bt  are the initial thickness of the normal and groove areas of the sheet before deformation, 
at  and  bt  are the true thickness of the sheet in the normal and groove areas during deformation, and  3  
is the strain in the thickness direction. 
Set  0 b af t t  where  0f  is the initial thickness imperfection. 
   
2 2 2 2
1 2 11 22 12
2
2 1 12 22 11
cos sin cos sin sin2
sin cos cos sin cos
a a b b b
a a b b b
         
         












     (5‐63) 
where  1ad  and  2ad  are the principal strain increments in the plane of region a. 
The compatibility equation between the areas a and b is  
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AA3104‐Thick  sheet  to  different  in‐plane  strain  states,  by  simple  tensile  testing  or  stretching  over  a 
hemispherical punch (Nakajima test).   By varying the specimen width, different deep draw and stretch 
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In  industrial  sheet metal  forming  applications,  complex  work  pieces  and  finished  parts  are  usually 
manufactured  in multi‐step, discontinuous processes resulting  in non‐linear deformation paths.    In the 
design process, most engineers and designers routinely use strain‐based forming limit diagrams to assess 
formability.   While this approach may provide general trends,  it  is only valid when deformation occurs 






and  non‐proportional  conditions.  Paul  (2015)  provided  a methodical  comparison  among  all  common 
available strain path independent strain/stress based limiting criteria and concluded that the selection of 














in  the PEPS diagram  is determined based on  the magnitude of effective plastic  strain  radius and  the 
direction of the strain  increment  in the conventional strain diagram.  It has been shown  that the PEPS 





PEPS diagram does not depend on  the  stress–strain  relation.  In one  sense,  that means  they are  less 
complex to use. This independence with respect to the stress–strain relation has an even bigger advantage 





















































Selected FLCs of 2008 T4 Al
FLC for Linear Path

























Minor True Stress (MPa)
Forming Limit Curve After Prestrain to (0.07,0.07) 
FLC for Linear Path
FLC after prestrain to (0.07,0.07)
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  (6‐1) 








The minor  principal  stress,  2FLC ,  is  proportional  to  the major  principal  stress,  1FLC ,  by  a  parameter
 1, 1    , i.e.,  
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p p dt      (6‐12) 
Using a hardening law and Equation 6‐5,  
1 (1, ) ( )
FLC FLC
ph         (6‐13) 
where  
  ( )FLC FLCp o ph K         or         exp( )FLC FLCp ph A B C      (6‐14) 
We can finally calculate the major principal stress; i.e.,  















The equations  for calculating  the effective plastic strain and principal stresses  for an arbitrary bilinear 
plastic  strain  path  is  shown  in  Figure  6‐2  for  a  special  case  of  Hill’s  (1948)  normal  anisotropy  and 
generalizes the mapping procedure from the principal plastic strain‐space to the principal stress space for 
arbitrary bilinear plastic strain increments to an intermediate strain state,   1 2( , ) ,A Be e e e , ending at a 
final plastic strain state,   1 2,A Be e e e  . An example of this transformation for two of the FLCs shown 
for AA2008‐T4 is shown in Figure 6‐2. In the figure, the black curve is the FLC for the condition of zero pre‐















Figure 6‐2.   Mapping procedure from plastic strain FLC to Stress FLC for a bi‐linear strain path from ( , )A B 
with final increment  ( , )A B   . 
Figure 6‐3 generalizes the mapping procedure from the principal plastic strain‐space to the principal stress 













first  is  in  the definition of   , which  for non‐linear strain paths  is defined  in  terms of  the ratio of  the 




indirectly  in  terms  of  the  effective  plastic  strain  and   ,  the  forming  limit  for  linear  and  nonlinear 
deformations can also be characterized as a simple limit on the accumulated effective plastic strain,  p , 








metrics to assess  formability. Although effective plastic strain  is described as a type of strain,  it  is not 
directly linked to the principal or tensor components of the strain tensor. It is however, uniquely linked to 
the  stress  tensor  through  the  yield  function  and  stress‐strain  relation,  and  therefore  falls  under  the 
category of a stress metric.  
The idea of an FLC based on the variables  ( , )p   was proposed by Yoshida et. al. (2007) and the idea of 
an FLC based on the variables  ( , )p   was proposed by Zeng et al. (2008) and by Yoshida et al. (2007). 









( , )p  variables as proposed by Zeng et al. (2008), which may be more appealing to industrial engineering 
applications. We propose to plot the data in a polar diagram of the  p variable with the angle defined as 
the arctangent of the ratio of the principal strain rates,  
   1 1 2 1tan tan /e e        (6‐16) 
In a Cartesian equivalent system, the variables of the proposed diagram become  
      , cos , sinp py x       (6‐17) 
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The schematic diagram to  implement the Polar EPS  (Polar Effective Plastic Strain) diagram  is shown  in 
Figure 6‐5 for a bilinear path. The new path  is determined based on the magnitude of effective plastic 
strain radius and the direction of the strain increment in the conventional strain diagram used to define 












In order  to directly process  the  results  from any FE  software  in a post‐processing way,  the  following 
methodology has been newly developed. It has been implemented into both an Excel‐Based System and 




     and  1n n     . 
Considering that strain from a commercial code is total strain, it is necessary to extract only the plastic 
part of the total strain. By using the constitutive relationship of  
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  (6‐22) 
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The discussion above assumed  that deformation occurs along  linear  strain paths,  i.e.,  2 1d d     is 
constant. In practice, particularly for multi‐step forming, this is not the case. Moreover, it was shown by 
Stoughton and Yoon (2005) that non‐linear strain paths have an influence on the FLC. Graf and Hosford 
(1993) showed  that  the FLC strongly depends on  the strain path  for steel and aluminum alloy sheets, 















          
  (6‐30) 






be  independent of  loading history. This section describes how to derive the stress‐based forming  limit 
criterion from the strain‐based FLC’s defined in the above strain‐based forming limit criterion.  
The minor principal stress,  2FLC ,  is proportional  to  the major stress by a parameter   1, 1    ,  i.e., 
2 1
FLC FLC  . Note  that with  the  specified  range  for  the     parameter,  the magnitude  of  the minor 
principal stress is always less than or equal to the major stress, so that we can use the major principal 
stress  as  a  normalizing  factor  in  the  following  derivation  without  concern  for  singularities  in  the 
calculations. The stress tensor components at the stress state   1 2 1, ( ),FLC FLC FLC     on the FLC are given 
by 
   
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     
      
    
                         
  (6‐31) 
where 
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   
   
   
                
  (6‐32) 









               
  (6‐33) 
Using  Equation  6‐33 with  the  selected material model, we  can  define  the  yield  function  to within  a 
constant  1FLC , 
   11 22 12 1 11 22 12, , , ,FLC FLC FLC FLC           (6‐34) 
The  gradient  of  the  plastic  potential  at  this  stress  state  is  also  uniquely  defined  in  terms  of  the  ij  
















      
                         
  (6‐35) 
and the principal strains on the forming limit are given by 
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  (6‐37) 
Note that the principal strains at this stress state are oriented at an angle     for anisotropic materials 
given by 
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   
  (6‐39) 
Using  the values  for    and     from Equation 6‐38 and Equation 6‐39,  respectively,  the strain  tensor 
components on the forming limit are now fully specified for this stress state using 
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where   1 ,FLCe      is defined by Equation 6‐30. Adding  together  the  two components of  the principal 
strains  from Equation 6‐37 and solving  for  the effective plastic strain  leads  to  the  following equation, 
whose value can now be calculated explicitly, 
     
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1 11 2
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pFLC K        
        (6‐42) 
or 





pFLC A B C      
     (6‐43) 
and  the minor  principal  stress  2 1FLC FLC  .  This  procedure  is  followed  for  all  values  of  1, 1    , 
defining the  locus of points   1 2,FLC FLC   on the stress‐based FLC for major stress at an angle    to the 
rolling direction of the sheet. Each point on this curve, characterized by the function   1 ,FLC   , has a 
corresponding point on  the experimental strain‐based FLC given by  the  function   1 ,FLCe    . The only 
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  (6‐48) 
where 





    (6‐50) 
Once   is obtained, the effective plastic strain (strain‐rate potential) can be obtained as 
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  (6‐51)        
Finally, the Polar EPS diagram can be expressed in the following 
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the  leading edge of  the  cylinder will be  in uniaxial  tension.    In  the  current method, once  the  second 
forming operation begins,  the vector would  rotate  through  the PEPS  forming  limit curve and  indicate 
necking or failure.  This is typically not observed during the forming and shaping of aluminum beverage 
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                (6‐54) 
where  ( )p t  is equivalent plastic strain increment, which can be taken from the output of a commercial 
finite element code.  The position of the polar plastic strain is updated using 
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p p pi i i
p p pi i i
t t t
t t t
     
     


                            
  (6‐55) 











and  polar‐based  system  for  a  path  independent  criteria  is  introduced.    This  technique  is  easily 
implemented in User MATerial (UMAT) functions in commercial codes.  A mapping from strain‐based FLC 
to Polar EPS  for a general yield  function  is also derived.   An example  for AA6111‐T4  is provided  that 


















































































alloys. In addition, ductile fracture  is also observed  in shear and compression at  low or negative stress 
triaxiality  in bulk metal  forming by Bao and Wierzbicki  (2004), Børvik et al.  (2010), and Khan and Liu, 
(2012a, 2012b).   Thus, advanced ductile  fracture criteria are more  suitable  to predict  failure of  these 
advanced metals in wide loading conditions from tension, shear, and compression. 













Tvergaard  and  Needleman  (1984)  proposed mathematical  descriptions  of  the  void  nucleation,  void 
growth, and void coalescence.   The accumulated damage  in the model  is represented by void volume 
fraction. The void volume  fraction  is coupled by  the constitutive equation  to  induce softening effects.  
Gologanu et al.(1997) extended Gurson’s approach,  initially  limited to spherical or cylindrical voids, to 






voids may  lead  to macroscale  softening behavior of  the microvoided material.   Siruguet and  Leblond 
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(2004)  developed  a model  for  porous  ductile materials  accounting  for  both  void  shape  effects  and 
influence of inclusions.  Barsoum and Faleskog (2007a) performed experiments on a double notched tube 
(DNT) specimen subjected  to combined  tension–torsion  load and showed  that ductile  failure not only 




strain  localization at  low stress  triaxialities.   The Nahshon‐Hutchinson model can predict  failure under 
shear‐dominated loading, such as during the cutting of sheet metal (Nahshon and Xue, 2009). However, 
Nielsen  and  Tvergaard  (2009)  found  that  this modification  is  inadequate  in  the  case  of  high  stress 
triaxialities, compromising the predictive capabilities of the original Gurson model for loading conditions 
where  void  growth  is  the  main  damage  mechanism.  Consequently,  Nielsen  and  Tvergaard  (2010) 






captured  the  fact  that  the  fracture  strain  does  not  decrease  monotonically  with  increasing  stress 
triaxiality. 
7.1.2  CONTINUUM DAMAGE MODELS 
Another popular coupled ductile fracture criterion  is the continuum damage mechanics  (CDM)  initially 
introduced by Kachanov (1958) and further improved by Lemaitre (1985, 1996), Chaboche (1981, 1988a, 
1988b), Saanouni and Chaboche  (2003), Brünig  (2003a, 2003b, 2006), and others. CDM considers  the 
mechanics of material damage and its mechanical effects within the framework of continuum mechanics. 
CDM introduces a continuous damage variable by establishing an additional damage evolution equation 
for  representing  the  local  distribution  of  micro‐defects.  Brünig  and  Gerke  (2011)  implemented  a 






Uncoupled  ductile  fracture  criteria  were  developed  based  on  microscopic  mechanisms,  various 
hypotheses or experimental observations of ductile fracture. McClintock (1968) analytically investigated 
the growth of a cylindrical void while Rice and Tracey (1969) analyzed void growth using a single spherical 
void  in an  infinite solid under  remote  loading.   Both  their  results stated  that void growth was mainly 





ductility  were  separable.  Numerous  phenomenological  ductile  fracture  criteria  (Freudenthal,  1950; 
Cockcroft and Latham, 1968; Brozzo et al., 1972; Oh et al., 1979; Oyane et al., 1980; Clift et al., 1990; Ko 





Mohr Coulomb  fracture criterion  into  the space of stress  triaxiality, Lode angle and equivalent plastic 
strain, defining the so‐called Modified Mohr‐Coulomb (MMC) fracture criterion. 
Bao and Wierzbicki  (2004) used  carefully designed  fracture  tests  (see Figure 7‐2)  together with  finite 
element  simulation  and  divided  the  fracture mechanisms  of metallic materials  into  three  different 
branches with  shear modes  for  negative  stress  triaxialities,  void‐growth‐dominated modes  for  large 
positive triaxialities, and mixed modes for lower positive stress triaxialities.  It was found that the ductile 





supplementing  Bao  and Wierzbicki’s  (2004)  data  with  additional  experimental  data  points.  Bai  and 




stress  triaxiality  and  Lode  angle  parameter. A micro‐mechanism  inspired  ductile  fracture model was 
proposed by Lou and Huh (2013). Their model had also been partially validated using the data reported 
for aluminum 2024‐T351 by Bao and Wierzbicki (2004).  
Experimental  results  on  advanced  high  strength  steels  by  Li  et  al  (2010),  Luo  and Wierzbicki  (2010) 
validated the applicability of the modified Mohr–Coulomb model. The investigation by Gao et al. (2009) 




















of  ductile  fracture.    Bao  and  Treitler  (2004)  performed  reverse  loading  experiments  on  notched 
axisymmetric  bar  AA2024‐T351  specimens with  pre‐compression  followed  by  tension  all  the way  to 
fracture and observed a substantial increase in ductility due to pre‐compression and developed a criterion 
to predict crack formation under complex reverse loadings.  Bai (2008) discussed the phenomenological 






of  initially  spherical  voids  to demonstrate  that  the  strain  to  fracture  is  strongly path‐dependent  and 
cannot be represented as a function of the stress state only.   The effect of the  loading path on ductile 
failure  has  been  investigated  in  detail  in  the  context  of  sheet  metal  forming  (e.g.  Kleemola  and 
Pelkkikangas (1977), Wagoner and Laukonis (1983), Hosford and Caddell( 2014). It is now well established 
























criterion  has  only  three  free  parameters  to  be  calibrated  and  is  thus  an  ideal  choice  for  industrial 
applications based on Luo and Wierzbicki (2009), and Li et al. (2010). 
Three  invariants of the stress tensor    are used  in the development of the model. The  invariants are 




 1 2 31 1( )3 3mp tr              (7‐1) 
Variants of the second and third invariants of the deviatoric stress tensor   S  can be written as 
         2 2 21 2 2 3 3 13 1:2 2q S S                  (7‐2) 
and 
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r S S S S                             (7‐3) 
where   S   
     S p I    (7‐4) 
























        (7‐8) 
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The normalized  third deviatoric stress  invariant can be expressed  in  term of  the Lode angle shown  in 
Malvern (1969), Xu and Liu (1995).   Since the range of the Lode angle is  0 3   , the range of    is 




6 21 1 arccos        (7‐9) 
Such that the range of   is  1 1   .  Various stress states encountered in ‘‘classical” specimens used 





























          0  
5  Torsion or shear  0 0  
6  Cylinders, compression  1
3








   1  
9  Plastic plane strain, compression  3
3
   0  




           1  




3 0  , uniquely relates the parameters   and   or   through 
    227 1cos 3 cos 1 sin
2 2 2 3
                              (7‐10) 
A plot of Equation 7‐10 is shown in Figure 7‐4.  The function has three roots corresponding to pure shear 





The modified Mohr‐Coulomb model  is  uniquely  defined  by  five  parameters,  including  three material 
parameters  1, 2, 3C C C and takes the following form: 
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 (7‐11) 
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1 27 1cos arcsin
3 2 3
f                (7‐13) 
2
2
1 27 1sin arcsin
3 2 3
f                (7‐14) 
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       
  (7‐15) 
 3 33 1 sec 162 3nA C C





dd        (7‐17) 
The principal stresses can be calculated using the following 
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  (7‐18) 
The MMC fracture locus shown in Figure 7‐5 consists of four branches in the space of equivalent strain to 
fracture and the stress triaxiality   ,f  .  The first branch corresponds to the stress states between equi‐
biaxial tension   2 3   and plane strain  1 3  .   The second branch covers the range from plane 
strain   1 3   to uniaxial tension  1 3  . The third branch extends from uniaxial tension   1 3   
to pure shear   0  . The fourth and last branch is applicable to the stress states between pure shear 
 0    and  uniaxial  compression  1 3   .  A  fifth  branch  ranging  from  uniaxial  compression 
 1 3    to balanced biaxial compression   2 3    will be discussed in the next section.  The four 
branches of the MMC fracture locus can be transformed to the space of principal strains   1 2,  with the 
resulting locus of fracture points referred to as the Fracture Forming Limit Diagram (FFLD), as shown in 
Figure 7‐6. The first branch corresponds to the stress states between equi‐biaxial tension  1  and plane 
strain  0  .  The  second  branch  covers  the  range  from  plane  strain  0    to  uniaxial  tension
 1 2   . The third branch extends from uniaxial tension   1 2   to pure shear  1   . The fourth 
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and last branch is applicable to the stress states between pure shear  1   and uniaxial compression 









The  proposed  ductile  fracture model  contains  a  changeable  cut‐off  value  for  the  stress  triaxiality  to 
represent effects of micro‐structure,  the Lode parameter,  temperature, and strain  rate on ductility of 















                 
  (7‐19) 
The proposed ductile fracture criterion with the suggested Lode dependent cut‐off value for the stress 
triaxiality  in  Equation  7‐16  is  applied  to  construct  the  fracture  locus  of  AA  2024‐T351  since  these 





data of Bao  and Wierzbicki  (2004)  in  some  stress  triaxiality  is  insufficient or missing.  Three principal 
stresses  to  fracture  for  these  tests  are  also  summarized  in  Table  7‐2.    The  Hollomon  power  strain 
hardening rule is  











optimized  to  be  1 2 34.0983, 0.4316, 0.3914C C C     by  the  least  square  error  method  with  18 
experimental data points of AA2024‐T351  in Table 7‐2.   Using  the  calculated material  constants,  the 
fracture locus is constructed and compared with 18 experimental data points in the space of   , p  as 
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     11 22 12 1 11 22 12 1, , , , 1, ,0               (7‐21) 
Equation 7‐21 can be now connected to a hardening model with Power or Voce model as 
   1 01, ,0 npK        (7‐22) 
or 









         
(7‐24) 
or from Equation 7‐23, 
 1 1, ,0lnp A CB
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            
   (7‐28) 
7.5  MAPPING FROM STRAIN‐BASED SYSTEM FOR A GENERAL YIELD FUNCTION  










        
 











F    








1 2 2 2
(1) ( )
(1) ( ) ( ) ( )
F
F
             
            
  (7‐32) 
where 
1i i        (7‐33) 
Once   is obtained, the effective plastic strain (strain‐rate potential) can be obtained as 







    
  
     
  (7‐34)   
The effective stress can be calculated from the hardening law (Swift) as      
 0 npK      (7‐35) 
The mean stress is determined using 
 1 2 31 1( )3 3mp tr              (7‐36) 
The stress triaxiality factor,  , and Lode parameter,  L , are defined as 









     (7‐38) 








polygon  to  the  PEPS  fracture  curve  is  required.  A  general mapping method  for  this  purpose  is  also 
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in Figure 8‐5  through Figure 8‐11.   The  fracture strokes of each  test  for  the AA3104‐Thin samples are 
summarized in Table 8‐1 and compared in Figure 8‐12.  The fracture strains measured by the DIC method 


















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































direction  0  15  30  45  60  75  90 
#1  0.2989  0.3829  0.397  0.3748  0.3685  ‐‐  0.3997 
#2  0.3136  0.3858  0.3889  0.3817  0.3655  0.3976  0.3787 
#3  0.3133  0.3739  0.3736  0.3565  0.3721  0.367  0.3718 
#4  0.3136  0.3955  0.3895  0.3643  0.3613  0.4012   
#5            0.3487   





direction  0  15  30  45  60  75  90 
#1  0.15619  0.17213  0.17991  0.16309  0.18216  0.18084  0.18533 
#2  0.13845  0.15527  0.17577  0.1724  0.18562  0.18277  0.18289 
#3  0.1623  0.16373  0.15666  ‐‐  0.19517  0.14063  0.18743 
#4  0.16124  0.18634  0.17394  0.17857  0.17445  0.19227   
#5            0.1739   




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































direction  0  15  30  45  60  75  90 
#1  0.40985  0.41469  0.46344  0.45641  0.47438  0.44858  0.48839 
#2  0.40446  0.42093  0.46518  0.47084  0.47663  0.50802  0.45904 
#3  0.38956  0.41384  0.44213  0.44783  0.48319  0.49014  0.4858 
#4  0.40936    0.39401  0.45617    0.49094  0.5061 




direction  0  15  30  45  60  75  90 
#1  0.33541  0.31739  0.35739  0.30796  0.34953  0.28273  0.32734 
#2  0.28521  ‐‐  0.3547  0.36127  0.32575  0.35831  0.32612 
#3  0.26942  0.29427  0.30778  0.335  0.36116  0.35396  0.35946 
#4  0.31152  0.3216  0.27513  0.3508    0.32442  0.33617 

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Loading direction  0  45  90 
#1  0.3279  0.3276  0.2814 
#2  0.324  0.3282  0.3093 
#3  0.3219  0.3225  0.3039 
#4    0.3495  0.2979 
#5       




Loading direction  0  45  90 
#1  0.09346  0.08648  0.0668 
#2  0.10357  0.09667  0.0699 
#3  0.10136  0.09192  0.07922 
#4  0.10043  0.10213  0.07286 
#5       















































































































































































































































































































































































































































































Loading direction  0  45  90 
#1  0.37876  0.41922  0.34 
#2  0.37941  0.37874  0.3309 
#3  0.38786  0.39184  0.32104 
#4  0.37441  ‐‐  0.345 
Mean value  0.3801  0.3966  0.3342 
 
Table 8‐8.  Fracture strains of notched specimens – AA3104‐Thick 
Loading direction  0  45  90 
#1  0.20979  0.25673  0.1797 
#2  0.21068  0.22295  0.18 
#3  0.21748  0.2238  0.16842 
#4  0.20601     


























































between  inner  and  outer  fixtures,  shear  deformation  takes  place  in  the  annular  area  in‐between. 
Compared to other shear tests, the loading is applied as a moment instead of a force couple. Therefore, 
no additional unwanted reaction moment is created which has to be compensated by the clamps.  Further 




This  test can be conducted  like a  tensile  test and by accordingly arranged cutouts,  shear and  tension 
loading is applied on parts of the specimen.  Brosius et al. (2011) presented a modified geometry with two 







A  conventional  shear  fracture  specimen  (Figure  8‐43) was  initially  attempted with  the AA  3104‐Thin 
material. However, due to the thin gauge, out of plane buckling occurred and thus, was not able to achieve 
fracture. Due to  this  limitation, a new shear method based on torsion was used  for  the AA 3104‐Thin 
material. A double‐bridged torsion specimen and torsion experiment equipment are illustrated in Figure 












the bridge before ductile  fracture  is viewed as  the equivalent strain  to  fracture  in shear.  It should be 
stressed that this strain consists of both elastic strain and plastic strain. But the elastic strain is negligible 











Figure  8‐38.  Evolution  of  strain  components  at  the  bridge  center  for  test  #3  of  AA3104‐Thin  torsion 
specimens. 




























































































































































































































































































Loading direction  0  45  90 
#1    ‐‐  ‐‐ 
#2  ‐‐  ‐‐  ‐‐ 
#3  0.30363  0.32968  0.39025 
#4       
#5      0.36805 


























































































































































































































































































































































































































































































































Loading direction  0  45  90 
#1  1.27371  0.85288  0.93773 
#2  1.27403  0.8312  1.00282 
#3  1.26473  0.84676  0.96991 
Mean value  1.2708  0.8436  0.9702 
 
Table 8‐11.  Fracture strains of AA3104‐Thick in‐plane shear specimens 
Loading direction  0  45  90 
#1    0.50239  0.56 
#2  0.65  0.53122  0.54843 
#3  0.66198  0.51  0.565 






































































































































































































































































































































































































           
                (8‐1) 
with 
   4 23, , 3 3
L
f L C C C
L
                     (8‐2) 
In the modified Lode dependent cutoff value for the stress triaxiality in Equation 8‐2, effect of the Lode 
parameter  is modeled by the material constant  4C   introduced  in Equation 8‐2. Then the shear ductile 
fracture criterion in Equation 8‐1 is enhanced by the modified Lode dependent cutoff value for the stress 
triaxiality and denoted as DF2015 – see Lou et al. (2016). In the DF2015 criterion, there are five material 
constants of  1 2 3 4, , ,C C C C  and C .  1C  controls shear coalescence of void,  2C  adjusts the void growth,  3C  is 








stress of different  loading directions  in the space of stress triaxiality and the fracture strain, and  in the 


























































using Equation 8‐1 and Equation 8‐2.   The  fracture  loci are  illustrated  in Figure 8‐61 along  the  rolling 
direction, Figure 8‐62 along the diagonal direction, and Figure 8‐63 along the transverse direction in the 
space of stress triaxiality, Lode parameter, and the equivalent strain to fracture. Figure 8‐64 and Figure 8‐
65  compare  the  fracture  loci under plane  stress of different  loading directions  in  the  space of  stress 
triaxiality and the fracture strain, and in the space of the principal strains. It is obvious that anisotropy in 
ductile fracture is strong and must be considered in modeling of ductile fracture for metal forming. 



















































































fracture surface are used to determine the strain rate ratio  ( ) , the stress ratio  ( ) using the selected 
yield  function,  the  effective plastic  strain  ( )p ,  and  the  effective  stress  ( )   from  the hardening  law.   
Furthermore,  the major  1( ) and minor  2( ) stresses  and  the  hydrostatic/mean  stress  ( )m   can  be 
determined by application of yield criterion and strain‐hardening law of the material.  Finally, the stress 
triaxiality factor  ( ) and the Lode parameter  ( )L can be calculated from the principal stresses.  The Lode 
angle  ( )  and Lode angel parameter  ( ) can be determined using the Lode parameter. 
The  theoretical  fracture  loci  spaces  computed  for  different  transversely  isotropic  materials 
0 45 90( )r r r r    are presented  in Figure 8‐66.   From  these curves  it can be seen that given  the strain 
based fracture curve, the mapping to the other fracture spaces is significantly affected by the average r‐
bar value.   The bi‐axial and plane strain stresses at  failure  increase with  increasing r‐values.   This also 
impacts the calculated triaxiality values and shifts the curves to the right.  In the polar space, for positive 
strain ratios, the formability  increases with  increased r‐bar values.   The shapes of the fracture  loci are 





























































































testing performed on  these samples.   Simulations using  the AA3104‐Thin data  include both  the von Mises 
(isotropic) and the Yld2004‐18P model in both the rolling direction (RD) and transverse direction (TD).  A model 











p nK      (9‐1) 
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Generally,  the  strain  at maximum  load denotes  the onset of plastic  instability, or necking.    For  annealed 
materials the rate of strain hardening  immediately after yielding  is very high, but steadily decreases as the 











    
      (9‐2) 
As the deformation continues, the cross‐sectional area of the specimen reduces.  At some point, the increasing 
load capability due to strain hardening and the decreasing load capability due to cross‐sectional area reduction 
produce a maxima on  the  load‐displacement curve.   Beyond  this point deformation  is unstable.   Once  this 
localized deformation begins the stress in this region will be higher than elsewhere, leading to the formation 
of  localized necking.    For  strain hardening described by  the  Swift equation,  it  can be  shown  that necking 
initiates when 
0
p n     (9‐3) 
The maximum load at the onset of necking is determined using: 
0 exp( )





for  the  simulation.    The  initial model  uses  an  elastic‐plastic  von Mises material with  isotropic  hardening.  
Young's modulus is 68.9 MPa and Poisson's ratio is 0.33. The Swift coefficients are K=331.46 MPa,  0 =0.00018, 
and n=0.05013.  Displacement boundary conditions at the end of the specimen are imposed using rigid bodies.  
The  rigid  bodies  are  tied  to  the  ends  of  the  deformable  tensile  specimen  using 
*CONTACT_TIED_SURFACE_TO_SURFACE_OFFSET.  A total displacement of 2.54 mm is achieved in 400 equal 
size increments.   The theoretical peak load is 444.9 N. The deformed shape after the onset of necking and the 









1   2   3   4   5   6  
1.13021  0.84619  1.11118  0.89335  ‐0.49552  0.68614 
7   8   9   10   11   12  
1.47199  0.96980  1.22709  0.36757  ‐0.08264  0.52427 
13   14   15   16   17   18  

































Isotropic  EL6389  ‐0.493  1.59 mm  1.60 mm  1.60 mm  1.60 mm 
EL6508  ‐0.493  1.61 mm  1.63 mm  1.63 mm  1.63 mm 
YLD2004‐18P 
RD 
EL6389  ‐0.288  1.59 mm  1.60 mm  1.60 mm  1.60 mm 
EL6508  ‐0.288  1.61 mm  1.63 mm  1.63 mm  1.63 mm 
YLD2004‐18P 
TD 
EL6389  ‐0.542  1.74 mm  1.74 mm  1.71 mm  1.72 mm 























model uses 9,790 deformable shell elements  (type=16  in LS‐DYNA)  for  the simulation.   The von Mises 
material  with  isotropic  hardening  is  modeled  using  *MAT_PIECEWISE_LINEAR_PLASTICITY.    Young's 
modulus is 68.9 MPa and Poisson's ratio is 0.33. The Swift coefficients are K=331.46 MPa,  0 =0.00018, 
and n=0.05013.  Displacement boundary conditions at the end of the specimen are imposed using rigid 








for the  isotropic model are provided  in Figure 9‐13.   The data from the polar space suggests that shell 











for the Yld2004‐18P model  in the transverse direction are provided  in Figure 9‐15.   The data from the 
polar  space  suggests  that  shell  element  ID  3490 will  be  the  initial  failure  location  and will  fail  at  a 
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EL3489  ‐0.446  0.296 mm  0.300 mm  0.305 mm  0.300 mm 
EL3490  ‐0.320  0.301 mm  0.305 mm  0.305 mm  0.306 mm 
EL3521  ‐0.439  0.304 mm  0.307 mm  0.312 mm  0.307 mm 
YLD2004‐18P 
RD 
EL3489  ‐0.269  0.263 mm  0.300 mm  0.343 mm  0.271 mm 
EL3490  ‐0.249  0.276 mm  0.299 mm  0.378 mm  0.284 mm 
EL3521  ‐0.264  0.267 mm  0.301 mm  0.368 mm  0.274 mm 
YLD2004‐18P 
TD 
EL3489  ‐0.509  0.361 mm  0.319 mm  0.314 mm  0.356 mm 
EL3490  ‐0.445  0.343 mm  0.307 mm  0.295 mm  0.347 mm 












































mm2.    The model  uses  5471  deformable  plane  stress  shell  elements  (type=16  in  LS‐DYNA)  for  the 
simulation.    The  von  Mises  material  with  isotropic  hardening  is  modeled  using 
*MAT_PIECEWISE_LINEAR_PLASTICITY.  Young's modulus is 68.9 MPa and Poisson's ratio is 0.33. The Swift 
coefficients are K=331.46 MPa,  0 =0.00018, and n=0.05013.   Displacement boundary conditions at the 
end  of  the  specimen  are  imposed  using  rigid  bodies.    The  rigid  bodies  are  tied  to  the  ends  of  the 








for the  isotropic model are provided  in Figure 9‐13.   The data from the polar space suggests that shell 











for the Yld2004‐18P model  in the transverse direction are provided  in Figure 9‐15.   The data from the 
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EL1045  ‐0.471  0.280 mm  0.283 mm  0.283 mm  0.283 mm 
EL1077  ‐0.115  0.280 mm  0.282 mm  0.282 mm  0.282 mm 
EL1108  ‐0.115  0.280 mm  0.282 mm  0.282 mm  0.282 mm 
YLD2004‐18P 
RD 
EL1045  ‐0.276  0.319 mm  0.365 mm  0.350 mm  0.326 mm 
EL1077  ‐0.202  0.295 mm  0.306 mm  0.316 mm  0.303 mm 
EL1108  ‐0.202  0.295 mm  0.305 mm  0.314 mm  0.303 mm 
YLD2004‐18P 
TD 
EL1045  ‐0.493  0.402 mm  0.382 mm  0.365 mm  0.400 mm 
EL1077  ‐0.171  0.286 mm  0.311 mm  0.262 mm  0.289 mm 




















































Swift coefficients are K=331.46 MPa,  0 =0.00018, and n=0.05013.   Rigid bodies are used to define the 
upper and  lower  tooling  in  the model.   The  lower die  is  fixed, and  the upper die has a displacement 
boundary condition applied to clamp the sheet.  Contact between the deformable sheet and the dies is 
simulated using *CONTACT_FORMING_ONE_WAY_SURFACE_TO_SURFACE with a coefficient of friction of 
0.15.   The deformed shape after closing  the upper die  is provided  in Figure 9‐26 and shows a similar 











































The deformable  sheet, or blank,  is modeled using 57,540  shell elements  (type=10, Belytschko‐Wong‐
Chiang formulation) with full iterative plasticity.  Elements are defined in 1 degree segments around the 
circumference.  The forming tools are considered rigid bodies with its surface modelled by discrete shell 




springs  attached  from  a  rigid  plate  to  the  lower  pressure  pad.    The  cup  is  drawn  completely  by 





p nK     
The Swift coefficients are K=305.70 MPa,  0 =0.0086, and n=0.0730. 
The deformed mesh at time of failure for tapered cup drawing simulation using AA3104‐Thick material in 


















Parameter  D1  D2  D3  D4  D5  D6  R1  R2  R3  T1  H1  H2 




Material  1   2   3   4   5   6   7   8  































































at  90°  to  the  rolling  direction.    Additional  fractures  occur  in  the  RD  as  a  result  of  increased  punch 
displacement.  A detailed view of one sample showing the fracture initiation is provided in Figure 9‐40. 
The  numerical  simulation  of  hole  expansion  during  cup  drawing  with  the  AA3104‐Thin  material  is 
performed  using  LS‐DYNA.  The  deformable  sheet,  or  blank,  is modeled  using  27,000  shell  elements 
(type=10, Belytschko‐Wong‐Chiang formulation) with full iterative plasticity.  Shell elements are defined 
in 1 degree segments around the circumference.  The forming tools are considered rigid bodies with their 





drawn  using  a  punch  displacement  of  5.08 mm.  The material model  used  is  Yld2004‐18P with  the 
coefficients defined  in Table 9‐1.   Young's modulus  is 68.9 MPa and Poisson's  ratio  is 0.33. The strain 
hardening of the material is described using the Swift equation: 
0( )
























Parameter  D3  D4  D6  D7  R2  R3  T1 


























RD  TD  RD  TD   
Experiment  25.552  25.092  75.743  75.361  3.663 



















































paths.   A beverage can cup draw, reverse redraw, and expansion process  is used.   During the drawing 
operation, the  leading edge of the sheet  is under uniaxial compression.   During expansion, the  leading 






kN and  the hold‐down  force during  the  reverse  redrawing operation  is 16.6  kN.   The process  is well 
lubricated and the coefficient of friction is assumed to be 0.03.  After forming, the cup is placed in a cup 
holder and a tapered expansion tool is driven inside the cup until failure.  The geometry and dimensions 





plasticity.    The  forming  tools  are  considered  rigid  bodies with  its  surface modelled  by  discrete  shell 
elements.  Contact  between  the  deformable  sheet  and  the  dies  is  simulated  using 







Yld2004‐18P with  the material  parameters  defined  in  Table  9‐1.    Young's modulus  is  68.9 MPa  and 























D1  D2  D3  D4  D5  D11  D12 
107.95  77.242  79.274  108.87  162.86  53.848  76.073 
R1  R2  R3  R6  H1  H2  T 




D1  D2  D3  D4  H1  Beta 
69.723  85.090  76.708  108.87  58.405  4.7 
R1  R2  R3  R4  R5   























































using  anisotropic  material  models,  the  various  fracture  loci  predict  different  failure  times  in  the 
simulations.  This is believed to be a result of the varying strain ratios, stress triaxiality factors, and stress 
ratios  resulting  from anisotropic behavior.   The model of  the hydraulic bulge  test  showed  very  good 
agreement with the experimental results.  The simulation of the tapered cup forming using AA3104‐Thick 
material data confirmed  the  failure observed during experimental  testing  for wrinkle evaluation.   The 
model  of  a  hole  expansion  during  cylindrical  cup  drawing  using  a  circular  blank  demonstrates  the 
robustness of  the PEPS  theory  for a highly anisotropic material and accurately predicts  the onset and 
location of fracture.   Finally, the model of a cup draw / reverse redraw / expansion forming sequence 
demonstrated  the robustness of  the  fracture  theory  for a condition with nonlinear  forming paths and 
accurately  predicted  the  onset  of  failure.    Based  on  the  results  presented,  the  DF2015  criteria  can 



















conducted  for both AA3104‐thin  and AA3014‐thick  sheet  samples, which  are  two  commonly 







18P model.  Shear,  tension,  plane  strain  and  biaxial  fracture  data  are  incorporated  into  an 
advanced fracture model (DP 2015).   A polar EPS forming  limit diagram  is extended to predict 
the fracture (called Polar EPS Fracture diagram) when considering nonlinear strain paths. Both 
necking  and  post  necking  can  be  virtualized  through  this  new  Polar  EPS  diagram. A  general 
method to map from the principal strain space to various stress triaxiality space, principal stress 
space, and Polar EPS space was proposed by  incorporating a non‐quadratic yield  function.   A 
model  of  a  hole  expansion  during  cup  drawing  demonstrated  the  robustness  of  the  PEPS 








location  of  non‐linear  /  discontinuous  forming  operations with  anisotropic  strain  paths  and  can  be 
applied to general industrial forming operations. 







models.   Higher accuracy and reliability  in  the experimental data will produce more accurate material 
coefficients  resulting  in  improved  finite element output.   Determination of  the  stress  ratios played a 
significant  role  in  the prediction of  the earing profile.   Many  techniques can be employed, but a new 
method considering anisotropic hardening observed in the experimental data may be required.  Fracture 
test developments are also needed  for  thin  sheet metals  loaded  in  shear or uniaxial  compression as 
wrinkling becomes an issue.  These fracture points are needed for beverage can forming processes such 
as multi‐stage die necking where fractures can occur after significant diameter reductions.   
Research needs  to  continue on anisotropy  in work hardening using  the Yld2000‐2D and Yld2004‐18P 
advanced  yield  functions  with  non‐constant  stress  ratios  to  account  for  anisotropic  hardening  in 
different directions.   The beverage can bodystock alloys are highly anisotropic and accounting  for  the 
hardening affects will impact the ability to accurately predict springback and earing during cup drawing.  
With  improved predictions, compensation of the earing characteristic can be achieved using convolute 
cutedge  designs  allowing  for  improved  overall  sheet  utilization  and  significant  cost  savings  in  the 
industry. 
Improvements  to  the  material  models  for  numerical  efficiency  and  ease  of  use  in  generating  the 






combinations  of  yield  and  plastic  potential  functions.    The  NAFR  model  may  result  in  reduced 
computational time, without a sacrifice in accuracy. 
A  framework  is needed  for constitutive modeling of plasticity  to describe  the evolution of anisotropy 
which varies continuously as a function of plastic strain and the anisotropic‐kinematic hardening effect 
in  sheet metals  for  cyclic  forming processes utilized  for  shaped  cans which  involve both die necking 
(uniaxial  compression) and die expansion  (uniaxial  tension).   The evolution of anisotropy  should also 
improve the prediction of earing during cup drawing. 
Finally,  further methodologies considering nonlinear  strain paths and  triaxiality  factors are needed  to 
refine the shape of the fracture loci.  This will help improve the overall curve fitting process and should 



























v w w v     Commutative Law  (A‐1) 
( ) ( )u v w u v w       Associative Law  (A‐2) 
( )v w v w       Distributive Law  (A‐3) 
( )v v v        Distributive Law  (A‐4) 
( ) ( )v v     Associative Law  (A‐5) 
Tensors are simply mathematical objects that can be used to describe physical properties, just like scalars 
and vectors.  In  fact,  tensors are merely a generalization of scalars and vectors; a scalar  is a zero rank 


























a a e a e a e a e

      (A‐6) 
where  1 2 3{ , , }e e e are unit basis vectors of the coordinate system,  1 2 3{ , , }a a a are components of  a , and 
1 1 2 2 3 3{ , , }a e a e a e are component vectors of a .  This can alternatively be denoted by array notation as 




a a a a a
a
















a b a b a b 






1 1 1e e    1 2 1e e    1 3 1e e   
2 1 1e e    2 2 1e e    2 3 1e e   
3 1 1e e    3 2 1e e    3 3 1e e   
 
Several uses for the dot‐product  in geometry, statics, and motion analysis,  include calculating an angle 












1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( )( )a b a e a e a e b e b e b e        (A‐11) 
1 2 3
2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3 1 2 3
1 2 3
( ) ( ) ( )a b a b a b a b a b a b a a a
b b b
       
e e e
a b e e e   (A‐12) 
The magnitude of  the  cross  product  can  be  interpreted  as  the  positive area of  the 
parallelogram having a and b as  sides.    In  any  orthonormal  coordinate  system  including  Cartesian 
coordinates, it holds that 
1 1 0e e    1 2 3e e e    1 3 2e e e    
2 1 3e e e     2 2 0e e    2 3 1e e e   
3 1 2e e e    3 2 1e e e     3 3 0e e   
 










The scalar triple product of three vectors  A , B , and C  is denoted   , ,A B C  and defined by 




A B C A B C B C A C A B B B B
C C C
           (A‐14) 
where  A B  denotes a dot product,  A B  denotes a cross product,  A  denotes a determinant, and  iA ,  iB
, and  iC  are components of the vectors of  A , B , and C respectively.  The scalar triple product can also be 
written in terms of the permutation symbol  ijke  as 
  ijk i j kA B C e AB C    (A‐15) 
where Einstein summation has been used to sum over repeated indices. 
The volume of a parallelepiped (Figure A‐4) whose sides are given by the vectors  A , B , and C is given by 
the absolute value of the scalar triple product 










      (A‐17) 
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       
 
A 2nd order tensor is written as 
Sij i j S e e   (A‐21) 
In expanded form, 
S S S  
   +S S S
   +S S S
11 1 1 12 1 2 13 1 3
21 2 1 22 2 2 23 2 3
31 3 1 32 3 2 33 3 3
     
    
    
S e e e e e e
e e e e e e
e e e e e e
  (A‐22) 
In matrix form, 
  11 12 1321 22 23
31 32 33
S S S
S S S S
S S S
      
  (A‐23) 
Other properties of 2nd order dyad operations include: 
   
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i i j j i j i j
i j j i j i i j
i i i i j
ij ij
v w v w
tr
    
    
  
    
 
u v e e e e
u v e e e e
u v v u
u v w u v w u e























   
   





        11 22 33 23 23 12 12 33 23 13 13 12 23 13 22 0                                          
  (A‐26) 
   
 
3 2 2 2 2
11 22 33 11 22 22 33 33 11 12 23 13
2 2 2
11 22 33 11 23 22 13 33 12 12 23 132 0
              
           
        
        (A‐27) 
Independent of the coordinate transformation you apply to the stress tensor, its principal stress will be 






1 2 3 0I I I        (A‐28) 
where, 
1 11 22 33I        (A‐29) 
2 2 2
2 11 22 22 33 33 11 12 23 13I                 (A‐30) 
2 2 2
3 11 22 33 11 23 22 13 33 12 12 23 132I                   (A‐31) 
The invariants can also be written as 
1 ( ) kkI tr      (A‐32) 
 11 12 22 23 11 132
12 22 23 33 13 33
1
2 ii jj ij ji
I
                     (A‐33) 
3 1 2 3det( ) ijk i j kI         (A‐34) 
A.10  CAYLEY–HAMILTON THEOREM  
The Cayley–Hamilton  theorem states  that every square matrix satisfies  its own characteristic equation.  
If  A  is a given  n n  matrix and  nI   is the  n n  identity matrix, then the characteristic polynomial of  A  is 
defined as 
   detp A I     (A‐35) 
where det is  the determinant operation and     is a scalar element. The Cayley–Hamilton theorem also 
states that substituting the matrix  A  for   in this polynomial results in the zero matrix, 






      
  (A‐37) 
the characteristic equation is 
      3 2 11 22 33 det 0tr A C C C A          (A‐38) 
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         23 2 21 det 02tr A tr A tr A A         (A‐39) 
where   11 22 33C C C   is the sum of the diagonal cofactors and   det A  is 




























    
  (A‐42) 
3 211 21 1 0        (A‐43) 
  3 211 21 1 0p A A A A I       (A‐44) 
 
52 55 67 1 5 8 2 0 1 1 0 0 0 0 0
288 257 290 11 30 29 34 21 2 3 4 1 0 1 0 0 0 0
455 390 436 50 45 51 5 5 6 0 0 1 0 0 0
p A
                                                       
  (A‐45) 
3 211 21A A A I     (A‐46) 
Multiplying by  1A  gives 
2 1 1 211 21 1 11 21A A A A A A          (A‐47) 
1
1 5 8 2 0 1 1 0 0 2 5 3
30 29 34 11 2 3 4 21 0 1 0 8 17 10
50 45 51 5 5 6 0 0 1 5 10 6
A
                                              
  (A‐48) 
For a 2x2 matrix, the characteristic equation is 





Any state of stress can be decomposed into a hydrostatic (or mean) stress  m  and a deviatoric stress  S , 
according to 
11 12 13 11 12 13
12 22 23 12 22 23
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   
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    




ij m ij ijs      (A‐53) 








1 2 3 0s J s J s J      (A‐54) 
where the first, second, and third deviatoric stress invariants,  1 2 3, ,J J J  respectively, are 
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1 11 22 33 1 2 3 0J s s s s s s         (A‐55) 
   2 2 22 11 22 22 33 33 11 12 23 13 1 2 2 3 3 1J s s s s s s s s s s s s s s s             (A‐56) 
2 2 2
3 11 22 33 11 23 22 13 33 12 12 23 13 1 2 32J s s s s s s s s s s s s s s s        (A‐57) 
which can be re‐written as 
     2 2 22 1 2 2 3 3 116J                (A‐58) 
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    (A‐61) 
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This  appendix  reviews  some  basic  concepts  of  continuum  plasticity  required  for  developing material 
models and  forming  limit  curves  (FLC)  and  fracture  forming  limit  curves  (FFLC)  in  the main  chapters.  
Formulations  for  the  description  of  the  kinematics  in  solid  continuum mechanics,  the  deformation 
gradient, the definition of Cauchy stress, stress transformations, various strain rates used in commercial 











particle in an arbitrarily chosen coordinate system,  X , and the time,  t , are the independent variables. A 
mapping function    describes the relation between the actual position  x  and the reference position  X  
of a material point P. 
( , )x X t   (B‐1) 
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( , ) ( , )u X t X t X    (B‐2) 




Rigid body  rotation  should not give  rise  to additional  strains or  stresses. The  formulations  should be 
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x x x
X X X
                              
  (B‐4) 
where the indices   ,i j  represent the two sets of coordinate systems, material and spatial, respectively.  
The polar decomposition theorem: for any non‐singular second‐order tensor F  there exist unique positive 
definite, symmetric second‐order tensors U  and V , and an orthogonal second‐order tensor, R , such that 
F R U V R     (B‐5) 
Where R  is an orthogonal rotation tensor, and therefore, 
TRR I   (B‐6) 
And U  and V  are symmetric tensors where 
TU U     and     TV V   (B‐7) 
The  essential  idea  behind  the  polar  decomposition  theorem  is  illustrated  in  Figure  B‐2  where  the 
deformation  can be decomposed  into  a  sequence of  two  separate  steps:  a  stretch  U   followed by  a 
rotation, R  , such that 




the  deformation may  be  decomposed  in  similar  steps  applied  in  the  opposite  order:  a  rotation,  R , 
followed by a “left stretch” V , such that  
F V R    (B‐9) 
The right and left stretch tensors are related to each other by (Simo and Hughes) 
TU R V R   (B‐10) 
TV R UR   (B‐11) 
A rotation is a special kind of deformation in which material vectors permissibly change orientation, but 
they don’t change length. In this case, it can be shown that the associated deformation gradient will be 















t n          (B‐12) 
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containing  the  eigenvalues  of  A   ,  and  Q   is  an  orthogonal  matrix  whose  columns  consist  of  the 
corresponding  eigenvectors  of  A .  This  theorem  from matrix  analysis  has  an  interpretation  in  tensor 
analysis as a change‐of‐basis operation. 








ij im jn mna a    or     TA A     (B‐15) 
where  A  is a rotation matrix with components  ija . In matrix form this is 
11 12 13 11 12 13 11 12 13 11 21 31
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ij i jB F F B V   e e   (B‐17) 
ij
2T
i jC F F C U   E E   (B‐18) 
As opposed to the tensor F, which is not necessarily symmetric, the  TF F  tensor is always symmetric.  The 
right and left Cauchy‐Green tensors are related to each other by 
TC R BR   (B‐19) 
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TB RC R   (B‐20) 
The following expressions can be derived to relate the reverse of the left and right Cauchy‐Green tensors 
to the deformation gradient 
    11 1 2T TB F F F F V       (B‐21) 
 1 1T TC F F F F      (B‐22) 
The tensor  1B  is also called the Finger deformation tensor. 
For  rigid  body motions  (translation  and  rotation),  the  right  and  left  stretch  tensors  become  identity 
tensors,  thus  the Cauchy‐Green  tensors have non‐zero strain values.   Therefore, proper definitions of 
strain  that depend  solely on  stretch,  such  that  zero  strains  are obtained  for  rigid body motions,  are 
necessary.   Accordingly, alternative  strain measures  such as Euler‐Almansi, Green‐Lagrange, and  true 
strains have been defined. 
The Euler‐Almansi strain is defined as 
   11
2
E I B   (B‐23) 
The Green‐Lagrange strain is defined as 
    1 1 1 ( )2 2 TE C I F F I   (B‐24) 
And the true strain is defined as 















   
  (B‐26) 
The characteristic equation is 
   2 211 22 11 22 12 0C C C C C I        (B‐27) 
The resulting eigenvalues are 
 2 211 22 11 221,2 122 2
C C C C C          (B‐28) 
Using the Cayley Hamilton theorem and  2U C  


























materials are usually written  in an  incremental  form. Hence,  instead of  stress  tensors,  their material 
derivatives are used in the formulations. However, it can be demonstrated that even though the Cauchy 
stress tensor is objective, its material derivative is not and consequently cannot be used in constitutive 
formulations. This  is also  true  for Kirchhoff stress rate. To overcome  this, a Cauchy stress rate  (or co‐
rotational stress rate) was developed by Jaumann, standing out among other objective stress rates for use 
in numerical computations.  By decomposing  L  into a symmetric and skew part 
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TD L L    (B‐33) 
 1
2
TW L L    (B‐34) 
The  rate  of  deformation  tensor  is  a measure  of  the  rate  of  change  of  the  square  of  the  length  of 
infinitesimal material  line  segments while  the  spin  tensor can be  shown  to provide a measure of  the 
average  angular  velocity  of  all material  fibers  passing  through  a material  point.    The  Jaumann  (co‐
rotational) rate of the Cauchy stress tensor is determined using 































Today,  finite  element  simulations  are  used  extensively  to  analyze  the  formability  and  structural 








(1993), Cazacu and Barlat  (2004), Cazacu et al.  (2006), and Vegter and van den Boogaard  (2006).   The 
common approach has been to increase the flexibility of the constitutive model by using a larger number 
of parameters requiring additional experimental testing and complex routines to calculate the material 
constants.   Most efforts  focus on  formulating  the plastic deformation based on  the normality  rule,  in 










leads  to  asymmetry  with  the  orthotropic  character  while  the  latter,  called  deformation‐induced 
anisotropy, can destroy this symmetry when principal material symmetry and deformation axes are not 
superimposed.  Therefore,  the modeling  of  plastic  anisotropy  itself  and  its  implementation  in  finite 
element (FE) code can be complex. For practical purpose, the assumption that the change of anisotropic 
properties during  sheet  forming  is  small and negligible when compared  to  the anisotropy  induced by 
rolling  and  heat  treatment  has  been widely  adopted  in  the  analysis  of  sheet metal  forming.  This  is 
particularly  important  for  industrial  applications,  where  user‐friendliness  and  computation  time  are 




















quadratic  yield  function by Hill  (1948) has  long been one of  the popular  choices  to  represent planar 






















3. A hardening  rule describing  the evolution of  the shape,  the size, and  the position of  the yield 
surface during the deformation.  It  is mainly divided  in two categories:  isotropic and kinematic 
hardening. Isotropic hardening models the expansion of the yield surface with no shape distortion 



















of width  to through thickness plastic strain  (increments). Due  to practical difficulties  in measuring  the 





































The  postulate  defines  a work‐hardening  plastic material  as  one where  the work  during  incremental 
loading is positive and work done in a loading / unloading cycle is non‐negative as shown in Figure C‐3.  In 
equation form this can be shown as an inequality  
0pd d     (C‐5) 
The inequality also holds for any incremental stress states which can be denoted as  ij  and  *ij  and can 
be written as 




















































plastic  strain  increment  is always normal  to  the yield  surface  (normality  rule).   Drucker's postulate  is 
applicable to elastic‐plastic materials and states that in a cycle of plastic deformation the plastic work is 
always positive. This postulate can be expressed in incremental form as 







pressure had no  influence on  the yielding of  the material.  In addition, a negligible permanent volume 
change was shown to exist  (Khan and Huang, 1995). Due to the absence of pressure sensitivity  in  the 
plastic deformation, only the deviatoric stress is involved in the formulation of the yield function. On the 
other hand, the zero plastic dilatancy (zero permanent volume change) will not be violated by using the 
same  formulation  for  yield  function  and  plastic  potential  function  (equivalence  of  yield  and  plastic 
potential functions). 

















crystal,  considerable  anisotropy of mechanical properties  such  as different  yield  stresses  at different 




behavior  for  finite  element  simulations. However,  sheet metals  undergo  severe  plastic  deformations 







































   
   (C‐9) 
which, in terms of principal stresses, becomes 
1 2 2 3 3 1max , ,
2 2 2
            
  (C‐10) 
The material constant,  , can be determined by performing a uniaxial tension test, with 









ductile materials.    The von Mises  yield  criterion suggests  that  the yielding of materials  begins  when 
the second deviatoric stress invariant  2J  reaches a critical value. For this reason, it is sometimes called 






  2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 6( ) 2 6xx yy yy zz zz xx xy yz zx Y                        (C‐13) 
In principal stress form, 
  2 2 2 2 21 2 2 3 3 1( ) ( ) ( ) 2 6Y                  (C‐14) 
For plane stress conditions, the equation reduces to 
  2 2 2 21 2 1 2 3Y             (C‐15) 
Similarly  to  the  procedure  for  Tresca  yield  criterion,  the material  constant,   ,  can  be  obtained  by 
performing a uniaxial tension test. Substituting Equation C‐11 into Equation C‐14 results in 
3







An  identical non‐quadratic  isotropic yield function was  independently proposed by Hosford (1972) and 
Hershey (1954) 













One of  the  first phenomenological anisotropic yield  functions was proposed by Hill  (1948). Von Mises 
(1928) had already proposed an anisotropic yield function, but for single crystals. Hill’s first anisotropic 
yield model is a generalization of the von Mises criterion and, due to its quadratic nature, can predict two 











2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 2 2xx yy xx yy xyG H F H H N                (C‐19) 
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The  stress‐based  Hill  1948 model  requires  uniaxial  yield  stresses  corresponding  to  rolling  direction, 
diagonal direction, and transverse direction as well as the balanced biaxial yield stress.  The stress‐based 
Hill 1948 material constants are defined as 
     
     
     
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     
     
     
       
  (C‐22) 
where  0r ,  45r , and  90r  are the r‐values for 0º, 45º, and 90º from the rolling direction. 
2 2 2 20 90 0 0 90 45
0
90 0 0 90 0
(1 ) ( )(2 1)
( ) 2
(1 ) (1 ) (1 )xx yy xx yy xy
r r r r r r
r r r r r
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         (C‐26) 
Here, a, h, and p are material constants and m  is a parameter comparable to n  in Equation C‐17.   This 
function  is shown to be unconditionally convex for m > 1.   For m = 2, the criterion reduces to the Hill‐
criterion.  The parameter m also determines the curvature near points of deviatoric uniaxial tensile and 







To  overcome  the  drawback  of  the  Yld96  function  (relative  convexity,)  and  also  to  obtain  a  better 
prediction of in‐plane variation of yield stresses and Lankford coefficients, Barlat and coworkers (2003) 
proposed a new plane stress Yld2000‐2D yield function. This model gained considerable popularity mainly 






The non‐quadratic yield  function by Barlat et al.  (2003)  (called Yld2000‐2D)  is widely used  in order  to 
describe  the  anisotropic material  behavior  of  aluminum  alloys  due  to  the  balance  in  accuracy  and 
computational time. 










X X     (C‐28) 
  " " " "2 1 1 22 2a aX X X X       (C‐29) 
 The yield surface is convex when a 1 . The exponent “a” in Equation C‐27 is mainly associated with the 
crystal structure. A higher “a” value has the effect of increasing the curvature of the rounded vertices of 
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     X C s C T L    (C‐31) 




2 / 3 1 / 3 0
1/ 3 2 / 3 0
0 0 1
      
T   (C‐33) 
The yield function reduces to an isotropic expression when the matrices  C   and  C   representing these 
linear  transformations  are both  taken  as  the  identity matrix.  For  convenience,  the  tensors  L and  L  
representing  linear  transformations  of  the  stress  tensor  are  also  considered.  The  expressions  of  the 
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   (C‐34) 
Equation  C‐34  includes  eight  coefficients.  For  the  plane  stress  case,  eight  experimental  input  data 








1 2 2 3 3 1 2
a a a aS S S S S S          (C‐35)       
The  exponent  a  is  connected  to  the  crystal  structure  of  the material,  i.e.,  6  for  BCC  and  8  for  FCC. 
Extensions of Equation C‐35 for the case of planar anisotropy are briefly summarized for a general stress 
state.  The  formulation  is  based on  two  linear  transformations  of  the  stress deviator.  The  two  linear 
transformations can be expressed as 
     s σ σ C s C T L   (C‐36) 
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     s σ σ C s C T L   (C‐37)  
where T is a matrix that transforms the Cauchy stress tensor σ  to its deviator s .  s  and  s are the linearly 
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parameter  identification.  To  obtain  the  Lankford  coefficient  at  balanced  biaxial  state,  the  disk 
compression test proposed by Barlat et al is preferred due to less error compared to the viscous pressure 
bulge test (Barlat et al., 2003). The other inputs for parameter identification could be out‐of‐plane yield 
stresses at 45°  tension  in TD‐ND and ND‐RD planes or simple shear  tests at TD‐ND and ND‐RD planes 
(Barlat et al., 2005). Since this  is very challenging from a practical point of view,  it  is recommended to 
perform this parameter identification based on polycrystalline simulations. In case such simulations are 





























strain hardening functions that represent true flow stress     are listed below (the interested reader can 
find a thorough treatment by Sung, et. al (2010)): 
Hardening Law  Equation 
Ludwig (1909)  0 nK     
Hollomon (1945)  nK   
Swift (1952)   0 nK     
Voce (1948)   exp pA B C     
Hartley and Srinivasan (1983)   0 0 nK       
Ludwigson (1971)  11 2 2exp( )nT K K n      
Ghosh (1977)   0 npA C      

















Banabic, D.,  Aretz, H.,  Comsa, D.S.,  and  Paraianu,  L.,  (2005).    An  improved  analytical  description  of 
orthotropy in metallic sheets. International Journal of Plasticity, 21(3):493‐512. 
Barlat, F., and Richmond, O., (1987). Prediction of tricomponent plane stress yield surfaces and associated 










Hattori,  S., et  al.    (1997b). Yield  function development  for  aluminum  alloy  sheets.  Journal of  the 
Mechanics and Physics of Solids, 45(11):1727–1763. 
Barlat, F., Brem, J., Yoon, J., Chung, K., Dick, R., Lege, D., Pourboghrat, F., Choi, S.‐H., and Chu, E., (2003a). 















Barlat,  F.,  Vincze,  G.,  Gracio,  J.,  Lee,  M.‐G.,  Rauch,  E.,  and  Tome,  C.,  (2013b).    Enhancements  of 














Cardoso,  R.P.R.,  Yoon,  J.W.,  (2009).  Stress  integration  method  for  a  nonlinear  kinematic/isotropic 




Cazacu, O.,  and Barlat,  F.,  (2003). Application of  the  theory of  representation  to describe  yielding of 
anisotropic aluminum alloys. International Journal of Engineering Science, 41(12):1367‐1385. 





























































Tugcu, P., Neale, K.W.,  (1999). On  the  implementation of anisotropic yield  functions  into  finite  strain 
problems of sheet metal forming. Int. J. Plasticity 15, 1021–1040. 


























2 2 2 20 90 0 0 90 45
90 0 0 90 0
(1 ) ( )(2 1)
( ) 2
(1 ) (1 ) (1 )xx yy xx yy xy o
r r r r r r
r r r r r
       




2 2 20 90 0




(1 ) (1 ) o
r r r
r r r
      















      
         
  (D‐3) 
2 2 290 0 0 90 0 90 0 90 45
90 0 90 0 90 0 90 0
(1 ) (1 ) 2 ( )(2 1)
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )xx yy xx yy xyo
r r r r r r r r r
r r r r r r r r
     












































































1 2 3 4xx yy xx yy xyu a a a a          (D‐8) 
Then 




























           
  (D‐11) 
The 1st derivatives are 
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The 2nd derivatives are 
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where  ( )F x  is a vector‐valued function defined as: 
 1 2( ) ( ) ( ) ( ) TmF x f x f x f x    (E‐2) 
It is called least squares because of the minimization the sum of squares of these functions. 
The gradient   of a multi‐variable function  ( )f x  is a vector consisting of the function’s partial derivatives 
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The Hessian matrix  ( )H f  of a function  ( )f x   is the square matrix of second‐order partial derivatives of 
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Note that the second‐order term in the Hessian  ( )H x  is multiplied by the residual  ( )F x .  In most problems, 
the residuals will typically be small.  Also, at the minimum, the residuals will typically be distributed with 
mean  =  0.    For  these  reasons,  the  second‐order  term  is  often  ignored,  giving  the  Gauss‐Newton 
approximation to the Hessian: 







exp( )A B C      (E‐9) 
where  A  is the saturation stress,  B is the work hardening, and  C is the hardening rate parameter.  The 
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Table E‐1.  Stress‐Strain Data for Voce Curve Fitting 
  m=1  m=2  m=3  m=4  m=5  m=6 
i   0.05  0.10  0.15  0.20  0.25  0.30 
i   36967.3  38160.6  38884.3  39323.3  39589.6  39751.1 
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The gradient  ( )F x  is determined 
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Using an initial guess for the  , ,A B C  parameters 








30000 6000exp( 5 ) 11640.2
30000 6000exp( 5 ) 11799.8
30000 6000exp( 5 ) 11718.5
( )
30000 6000exp( 5 ) 11530.6
30000 6000exp( 5 ) 113
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The gradient  ( )F x  is 
1 1 1 1 1 1
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The Gauss‐Newton search direction  p  is obtained by solving the linear equation 
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Iteration  A  B  C  Residual 
1  30000.0  6000.0  5.000  3.979E+08 
2  39021.7  3786.5  8.878  2.102E+06 
3  39984.6  4970.6  10.293  3.511E+03 
4  39999.2  4998.2  9.994  3.972E+00 
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